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En este trabajo de tesis se presenta un estudio del diseño de algoritmos de control 
para robots con flexibilidad en el eslabón. El modelo matemático que representa la 
dinámica del robot se obtiene a partir de la teoría de Euler-Bemoulli y aplicando el 
principio de Hamilton. Este modelo consiste en un sistema de ecuaciones no lineales 
integro-diferenciales parciales, esta característica ha hecho que el diseño del control 
sea un problema complejo. 
Las técnicas para el diseño de controladores para los robots flexibles en el eslabón 
se han diversificado pero se pueden catalogar en dos grandes estrategias: La primera 
estrategia reduce el modelo original con el fin de obtener un modelo de dimensión 
finita y, en base a éste, se diseña la ley de control. La segunda estrategia consiste 
en diseñar directamente del modelo original, el controlador. A esta última se le 
denomina "basada en modelo infinito". 
En este trabajo, se obtuvo el modelo de un robot flexible experimental 
y se identificaron los parámetros físicos necesarios para el análisis de su 
comportamiento. Aplicando la primera estrategia, se diseñaron cinco controladores 
que son el Proporcional-Derivativo(PD), el Regulador Cuadrático Lineal(LQR), el 
Pasivo, el LQG/Hco y uno basado en técnicas de Perturbaciones Singulares(PS). 
Todos estos controladores se implementaron en el robot experimental. 
Aplicando la segunda estrategia, se realizó el diseño, simulación y experimentación 
de tres consoladores. Los consoladores son el propuesto por "Yuan en [81], el 
de Shifman en [69] y un tercer controlador que es propuesto en este trabajo. El 
controlador propuesto por Yuan requiere el conocimiento de las variables de la base. 
Se le ha denominado JPD (Joint PD). El controlador de Shifman, denominado SG, 
requiere, además de las mediciones de las variables de la base, la medición de una 
variable agregada que es producto de la medición directa de un strain gage. El tercer 
controlador, denominado SGA, es similar al obtenido por Shifman, pero en lugar de 
utilizar la variable agregada, se utiliza una variable auxiliar que representa a la barra 
dividida por medio de la técnica de elementos finitos. Esta variable auxiliar es una 
aproximación que se realiza tomando en cuenta las características del material y la 
posición de la punta, de modo que el controlador sólo requiere retroalimentación de 
las variables de la base, de la posición de la punta y la variable auxiliar 
El desarrollo de este trabajo se puede resumir en el siguiente diagrama: 
Las aportaciones de este trabajo de investigación son: Un análisis experimental que 
compara el diseño y el estudio de controladores basados en modelos de dimensión 
finita con los controladores basados en el modelo infinito, con el fin de identificar 
las ventajas y viabilidad de aplicación de cada controlador. También se propone 
un nuevo controlador basado en un modelo de dimensión infinita, se demuestra 
experimentalmente que este controlador tiene un comportamiento eficiente para su 
aplicación real a estructuras flexibles. 
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En nuestros días, los sistemas robóticos se han vuelto indispensables en aplicaciones 
industriales, comerciales y científicas. Este tipo de sistemas se han utilizado para llegar a 
lugares inaccesibles o riesgosos para el ser humano. A pesar de ser un área de investigación 
reciente, la robótica ha adquirido un desarrollo importante en los últimos años. 
Como ejemplos se tienen los robots utilizados en la industria para automatizar actividades 
como ensamble, soldadura o trabajos de pintura. En la medicina se utilizan para micro-
cirugías, dispositivos para los discapacitados y transporte de medicamentos. En el espacio 
exterior para labores de rescate y mantenimiento de satélites. En los depósitos nucleares para 
el manejo de deshechos radioactivos. 
El robot generalmente está integrado a un sistema de producción, se distingue de una 
máquina clásica por su capacidad de ejecutar diferentes tareas, o la misma de diversas maneras 
y además tiene la capacidad de tomar en cuenta los cambios que se pueden presentar en su 
entorno. Consiste en una serie de eslabones conectados entre sí por medio de articulaciones 
o uniones; es reprogramable y sus algoritmos de control dependen de su capacidad sensorial, 
lo que lo hace ser multifuncional. 
Los robots pueden clasificarse en Rígidos, Móviles, y Flexibles. Los robots rígidos 
son aquellos que se modelan con dinámicas de cuerpo rígido. Generalmente están sujetos 
a una base y el área de trabajo está restringido por la longitud de sus eslabones y por 
su configuración. En estos robots, los actuadores requieren de una gran energía para su 
funcionamiento, están diseñados con estructuras pesadas y levantan poco peso con respecto 
a su peso nominal. 
Los robots móviles están equipados con ruedas, rieles o patas para su movimiento. Los 
algoritmos de control son complejos, pero pueden abarcar un área de trabajo muy grande. 
Algunos robots móviles, están equipados con eslabones o brazos que les permiten realizar 
alguna operación especializada, como recoger muestras. 
Los robots flexibles surgen debido a la necesidad de reducción de energía, espacio y 
tiempo. En los últimos años se ha visto la importancia de diseñar sistemas robóticos mas 
ligeros y pequeños con mayor flexibilidad. 
Hay dos tipos de flexibilidad que se pueden presentar en los robots flexibles. La 
flexibilidad en la articulación y la flexibilidad en el eslabón. Los robots presentan flexibilidad 
en la articulación debido al desplazamiento dinámico que se introduce entre la posición de 
los actuadores y de los eslabones. Desde el punto de vista del modelado, la deformación 
elástica que se presenta puede ser caracterizada como concentrada en la articulación del 
robot. Sin embargo, cuando en la deformación se involucran cuerpos con masas mas grandes 
o largas, esta suposición ya no es válida. Los robots que pertenecen a esta categoría tienen 
flexibilidad en el eslabón y no pueden reducir el efecto de la flexibilidad a estar concentrada 
en la articulación [11]. 
Los robots con flexibilidad en el eslabón son estructuras ligeras, rápidas ó largas que 
se utilizan para accesar ambientes no-convencionales: como el espacio exterior, los sitios 
nucleares, los depósitos de basura subterráneos y los laboratorios químicos o biológicos. Se 
utilizan en donde el combustible, el área, el peso y el tiempo, son restricciones para realizar un 
trabajo. Presentan una deflexión en el eslabón que no se puede despreciar y esto es resultado 
de la longitud de los eslabones, la característica del material con el que fueron diseñados o el 
ambiente en el cual se encuentran. 
El modelado de los robots flexibles es el trabajo primordial cuando se diseñan algoritmos 
de control. Una vez que se tiene a disposición el modelo dinámico, se efectúa un proceso 
de identificación de parámetros y posteriormente, se realiza una validación experimental. 
Los análisis tradicionales de los robots manipuladores consideran a todo el mecanismo como 
rígido. La no-suposición de la rigidez implica que se deben incluir las dinámicas de la 
flexibilidad, lo que hace que el análisis sea mas complicado y que suijan dificultades al diseñar 
el control. 
Desde el punto de vista del control, los robots flexibles pertenecen a la clase de sistemas 
mecánicos que tienen más grados de libertad que actuadores. De modo que el diseño de 
algoritmos de control para estos robots, requiere una estrategia de diseño diferente con 
respecto a la clase de robots rígidos. 
La habilidad para diseñar y experimentar con consoladores para estos robots flexibles 
influye en el desarrollo futuro de la robótica de muchas maneras. Permite la clasificación de 
los factores que influyen en el desempeño de estas estructuras robóticas flexibles. 
1.1 Motivación 
El estudio, análisis y experimentación de controladores aplicados a las estructuras flexibles 
constituye un área de constante desarrollo para el investigador actual. Los beneficios que se 
han obtienen cuando estas estructuras se aplican a diversas áreas como el espacio exterior, en 
la medicina y en la industria en general, son indiscutibles. 
En el espacio exterior, una aplicación de estos robots es el caso de los rescatadores de 
satélites (Figura 1.1), los cuales consisten en brazos largos articulados, controlados por una 
unidad central. En las misiones espaciales futuras se contemplan plataformas y manipuladores 
espaciales para ensamble y servicio. Esto requiere de antenas y plataformas largas así como 
arreglos solares. Las estructuras podrían tener entre 50m. a varios kilómetros de longitud. 
Estas estructuras tendrán poco peso y un gran tamaño lo que resulta en algunos modos 
estructurales (elásticos) de baja frecuencia y ligeramente amortiguados. Las frecuencias 
naturales estarán muy cercanas entre sí y algunas otras frecuencias pueden encontrarse en 
el ancho de banda del controlador. Además, los parámetros de los modos elásticos no se 
conocerán con exactitud [38]. Estas características hacen de el control de estas estructuras 
un problema difícil pero debe reconocerse que juega un papel esencial, ya que de él depende 
el éxito de las misiones espaciales. 
Figura 1.1 Rescate de un satélite 
Algunas situaciones que se han presentado, permiten ilustrar la necesidad del modelado y 
del control de estructuras flexibles. 
En 1958, el EXPLORER I empezó a fallar después de varias órbitas, a consecuencia de 
las dinámicas no modeladas de la antena unida a la base principal. Estos efectos no fueron 
considerados en el diseño del algoritmo y dispositivo de control [42] . En el MARINER 
10 en 1973, el algoritmo de control resultó inoperante cuando apareció el séptimo modo de 
frecuencia, el cual no había sido tomado en cuenta en el modelado de la estructura flexible. 
Otra situación más reciente se presentó en 1989 con el telescopio HUBBLE, donde el 
problema fue que no se podía controlar el movimiento de los paneles solares, debido a los 
cambios abruptos de la temperatura, que afectaban las barras que los sujetaban. Este fenómeno 
conocido como estrés termal, producía un cambio en la flexibilidad de las barras provocando 
un cambio en la posición de los paneles solares. Este fenómeno no había sido considerado en 
el modelado. Estos ejemplos muestran que el estudio de estructuras flexibles puede solucionar 
problemas de diseño y control de dichos sistemas. 
Una aplicación de estas estructuras flexibles en la medicina es el uso de endoscopios, 
utilizado en el estudio de órganos internos del paciente. Estos endoscopios consisten de 
dedos robóticos en uno de los extremos, los cuales son controlados remotamente mediante un 
guante articulado por un médico especialista. El médico especialista observa en la pantalla 
de la computadora los movimientos generados, los cuale^ son reproducidos por el robot 
flexible. En este caso el robot flexible requiere de elementos que sean flexibles y de materiales 
especiales tales que permitan no causar daño al paciente y desplazarse en regiones estrechas. 
Además, el control de la posición tiene que ser preciso. Este sistema se muestra en la figura 
Otro ejemplo son las prótesis. En este caso, se requieren estructuras ligeras y en cierta 
1.2 [68]. 
Figura 12: Sistema tele-operado para Endoscopio Figura 1.3 Ejemplo de Prótesis. 
forma flexibles. El análisis del control de estas estructuras permiten encontrar materiales mas 
apropiados para el diseño de estos dispositivos y permitir que las personas que los utilizan, 
tengan menos problemas para portar éstos y desarrollar movimientos adecuados [65], por 
ejemplo, para sujetar algún objeto como se muestra en la figura 1.3. 
En el área industrial, se han implementado unos robots con eslabones flexibles para 
trabajos de soldadura y de pintura. Como ejemplo, en la figura 1.4, se muestra un robot 
flexible en trabajos de pintura, en una planta automotriz [65]. 
1*2 Antecedentes 
El modelo matemático que se obtiene para un robot con flexibilidad en el eslabón, está descrito 
por un sistema de ecuaciones integro-diferenciales parciales. El modelo es un sistema de 
parámetros distribuidos. El sistema de ecuaciones integro-diferenciales del robot se puede 
representar por un sistema de ecuaciones diferenciales parciales (PDE). 
Uno de los enfoques para resolver el problema de control de este tipo de sistemas, es el 
utilizar una versión dimensional finita del sistema PDE. Esto se ha venido realizando en forma 
práctica ya que el controlador se calcula en base a mediciones y datos tomados de la estructura 
de dimensión finita. Esta reducción de la dimensión del modelo original se establece tomando 
en cuenta los modos de frecuencia naturales del eslabón flexible. A mayor número de modos 
que se tomen en cuenta, mayor será la dimensión del sistema y mayor será la aproximación 
al sistema original. Sin embargo, el aumento en la dimensión del sistema reducido aumenta 
Figura 1.4. Robot flexible para trabajos de pintura. 
ia complejidad del diseño del control. 
En la sección anterior, se comentaron casos en que los controladores tuvieron serios 
problemas de estabilidad por modos de frecuencia no considerados en el modelado. Este tipo 
de controladores que se basan en modelos de orden reducido, en muchos casos producen el 
efecto denominado "spillover" de energía en los modos de alto orden del sistema (figura 1.5) 
[38]. La razón es que cuando se implementa un lazo alrededor de los modos controlables, otro 
lazo de retroalimentación imprevisto se construye también alrededor de los modos truncados. 
Esta excitación de los modos truncados debido a la entrada y la contribución indeseada de 
los modos truncados a la salida, se les conoce como 'Spillover del Control' y "Spillover de 
observación". 
Modos Controlados 
Figura 1.5: Efecto "Spillover" 
Es preciso indicar que los controladores deben diseñarse tomando en cuenta que el sistema 
es de dimensión infinita, de otra manera son en principio cuestionables [42]. Generalmente, 
los controladores que se diseñan en base a un modelo truncado incluyen filtros pasa-bajos para 
atenuar la contribución de los modos elásticos. Sin embargo, cuando se tienen estructuras 
largas, el movimiento elástico es mucho mayor y se presentan serios problemas de control. 
Los objetivos de control para obtener exactitud en la posición de la punta en los robots 
flexibles en el eslabón son una respuesta transitoria rápida y capacidad de rechazo de 
perturbaciones. El primer objetivo requiere una amortiguación de los errores en la posición 
de la punta y el segundo, la minimización del error RMS (Root Mean Square). 
Hasta el momento se han manejado dos grandes enfoques para el control de los robots 
con flexibilidad en el eslabón, el primero consiste en obtener del modelo PDE un modelo 
dimensional finito. Esto se realiza a través de técnicas que utilizan series infinitas las cuales 
se truncan apropiadamente. Uno de los trabajos iniciales considerado como clásico en el 
estudio formal del control de robots con flexibilidad en el eslabón por medio de una versión 
discretizada del modelo es el trabajo de Cannon y Schmitz publicado en 1984 en [10]. En 
este trabajo la modelización del robot flexible se basó en la teoría de Euler-Bemoulli, se 
aplicó la técnica de análisis modal para obtener un modelo lineal y a partir de éste, se diseñó 
un controlador LQG. En la última década se ha incrementado el desarrollo de controladores 
para aplicarlos a este tipo de estructuras donde generalmente se utiliza el modelo dimensional 
finito para el diseño del controlador 
El segundo enfoque consiste en el diseño del controlador tomando en cuenta que es un 
sistema de parámetros distribuidos y por lo tanto trabajar con un sistema de dimensión infinita. 
A partir del sistema dimensional infinito, diseñar la estrategia de control. 
En resumen, las técnicas para el diseño del control para R robot con flexibilidad en el 
eslabón se pueden dividir en dos grandes esquemas: X 
Las basadas en esquemas de modelos de dimensión finita y las basadas en esquemas de 
modelo infinito. 
1.2.1 Esquema con Modelos de Dimensión Finita 
Los esquemas de dimensión finita han sido utilizados bajo la premisa de que la ley de control 
tiene que ser implementada basándose en las mediciones y datos de un sistema dimensional 
finito. El esquema comúnmente utilizado es el de truncamiento. 
Las técnicas mas usuales que se utilizan para obtener un modelo dimensional finito son: 
La Serie Infinita de Modos Asumidos que representan al modelo original mediante una 
serie infinita apropiada Ejemplo de esto son los trabajos de Cannon [10] en 1984, Fukuda 
[25] en 1985, Hastings y Book [30] en 1987 y Balas [5] en 1994. 
La Serie Infinita de Modos Eigenfunciones que representan al modelo original mediante 
una serie infinita apropiada de eigenfunciones. Como ejemplo tenemos el trabajo de W&ng y 
Vidyasagar [77] en 1992. 
Las Funciones Shape que consisten en un conjunto de funciones completas que representan 
al modelo original. Como ejemplo tenemos el trabajo de Siciliano y Book [66] en 1988. 
Y la técnica de Elemento Finito que consiste en el análisis del eslabón dividiéndolo en 
elementos, los cuales en conjunto representan al modelo original. Como ejemplo tenemos el 
trabajo de Aoustin y Glumineau [3] en 1994. 
Para el diseño de consoladores basados en modelos de dimensión finita se tienen dos 
esquemas principales. El primer esquema consiste en resolver el problema no lineal de la 
parte rígida y tratar la dinámica flexible separadamente. Dentro de este enfoque denominado 
Rígído-Flexible, se encuentran los trabajos de Nicosia, Fukuda, Siciliano y Book. 
El segundo esquema es utilizar una versión linealizada del modelo. Dentro de este enfoque 
podemos encontrar: El LQG que es el "Linear Quadratic Gaussian Control" utilizado por 
Cannon, y el enfoque de Factorización Estable de W&ng. 
1.2.2 Esquemas de modelo Infinito 
Cuando el controlador se obtiene directamente del modelo PDE, se dice que está basado en 
un modelo infinito. El trabajo realizado por Shiñnan [69] en 1990, pone en evidencia la 
falta de capacidad de los modelos "truncados" de garantizar estabilidad en lazo cerrado, lo 
que hace resaltar la importancia del estudio del modelo infinito. En [69], Shifman desarrolla 
un consolador basado en la medición del sSain gage colocado en el eslabón flexible. Su 
método requiere de la información de cuaSo variables que son: la posición de la punta, una 
variable que da la información de todo el eslabón (medida por el strain gage), y sus respectivas 
derivadas. Para la prueba de estabilidad aplicó la teoría de semigrupos para operadores 
lineales. 
Yuan [82] en 1995, desarrolla un controlador basado solamente en mediciones hechas en 
la base del robot. La prueba de estabilidad recae en una función de Lyapunov. A este tipo 
de consol se le denomina "Joint Consol", que es un control basado en variables medibles 
en la articulación. El diseño del consolador se deriva en base a la función de Lyapunov 
seleccionada. 
1.3 Contribuciones de este trabajo 
Los estudios que se han realizado con respecto al diseño y a la experimentación de 
consoladores para un robot con flexibilidad en el eslabón, han considerado un modelo 
dimensional finito. En este trabajo se incluyen los consoladores basados en el modelo infinito 
que permite mostrar las ventajas y viabilidad de su aplicación. Las contribuciones de este 
trabajo se describen a continuación: 
• Obtención del modelo del robot flexible experimental e identificación de los parámeSos 
físicos del mismo. 
• Diseño e implementación de los controladores Proporcional-Derivativo (PD), Regulador 
Cuadrático Lineal (LQR), Pasivo y LQG/HQO que están basados en un modelo dimensional 
finito. Además, un controlador basado en técnicas de Perturbaciones Singulares (PS) 
• Diseño e implementación de dos controladores que están basados en un modelo 
dimensional infinito. Estos controladores han sido propuestos por Yiian en [82] y por Shifman 
en [69]. 
• Se propone un nuevo controlador. Es similar al obtenido por Shifman [69], pero en 
lugar de utilizar la variable agregada producto de la medición directa del strain gage, la barra, 
se divide por medio de la técnica de elementos finitos para aproximar la información de esta 
variable. Esta aproximación se realiza tomando en cuenta las características del material y 
la posición de la punta. Este controlador sólo requiere retroalimentación de las variables de 
la base, de la posición de la punta y la variable auxiliar. En forma semejante a los demás, se 
realizó su diseño e implementación. 
• Un análisis experimental que compara el diseño y el estudio de controladores basados 
en modelos de dimensión finita con los controladores basados.en el modelo infinito. Esto 
tiene la finalidad de identificar las ventajas de la implementación ^^funcionamiento de cada 
controlador, para su aplicación real. 
1.4 Organización de la Tfesis 
Este trabajo de investigación está organizado de la siguiente manera: 
Capítulo 2: Presenta la derivación del modelo del robot con flexibilidad en el eslabón. Se 
basa en la teoría Euler-Bernoulli para la caracterización del eslabón. En base al principio de 
Hamilton, se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales parciales que describen al robot. 
Capítulo 3: Se presentan los modelos dimensionales finitos. El primero de ellos se obtiene 
mediante la técnica análisis modal y el segundo mediante la técnica de elementos finitos. Los 
dos modelos son semejantes. Se utiliza el modelo obtenido de análisis modal para el diseño 
de los controladores basados en modelo de dimensión finita. 
Capítulo 4: Está dividido en dos secciones. En la primera se presenta el diseño de 
los controladores basados en un modelo de dimensión finita. Los controladores PD, LQR, 
LQG/HQO y Pasivo se derivan a partir del modelo obtenido mediante la técnica de análisis 
modal. El controlador PS se obtiene aplicando la técnica de perturbaciones singulares para 
obtener el modelo de orden reducido. La segunda sección comprende el diseño de los 
consoladores basados en dimensión infinita. 
Capítulo 5: Se muestran los resultados obtenidos de la simulación y experimentación de 
los diferentes esquemas de diseño propuestos en el capítulo 4. Se presenta también el análisis 
comparativo de los esquemas de diseño. 
Finalmente se presentan las conclusiones de esta tesis y se anexa un apéndice que 
comprende preliminares matemáticos y algunos resultados que ayudan a fundamentar las 
conclusiones obtenidas. Asimismo en esta sección, se presentan las publicaciones en 
congresos y revistas relacionadas con este trabajo de tesis. 
CAPITULO 2 
Modelado del Robot flexible en el eslabón 
En este capítulo se presenta la derivación del modelo para el robot con flexibilidad en el 
eslabón. El modelado se realizó tomando en cuenta las propiedades más relevantes de la 
estructura articulada y sus principales características dinámicas [11]. El modelo será utilizado 
tanto en simulación como para experimentación. El robot, considerado para este estudio, 
consta primordialmente de dos partes: eslabón1 y la base. En la base se encuentra el actuador2 
que aplica el torque a la estructura. Para el análisis del eslabón, se utiliza la teoría Euler-
Bernoulli que considera al eslabón como una barra sujeta a vibraciones laterales. Para la 
obtención de las ecuaciones del modelo se aplica el Principio de Hamilton. La barra tiene 
contribución en las energías cinética y potencial del sistema y la bas^ sólo en la energía 
cinética. 
2.1 Derivación del Modelo 
El robot con flexibilidad en el eslabón de un grado de libertad consiste de un eslabón flexible 
que está conectado a una base. En la base, se encuentra un motoi; el cual aplica un torque 
al eslabón para moverlo a la posición deseada. El movimiento del eslabón es horizontal, por 
lo que las fuerzas gravitacionales no son consideradas. El objetivo primordial del control, es 
que la deflexión sea lo más pequeña posible. 
En la figura 2.1, se muestra el marco de referencia utilizado para definir las variables 
relativas al robot. La longitud del eslabón se denota por l, el torque por r , la variable en el 
tiempo por t, la deflexión del eslabón con respecto al eje neutral por u(x, t), la coordenada 
a través del eje neutral del eslabón por x y por 0(t), el ángulo de rotación del eje del eslabón 
con respecto al eje neutral (línea rígida). 
El eslabón se caracteriza como una barra sujeta a fuerzas externas distribuidas a través de 
toda su longitud. Entre las teorías utilizadas en la descripción de las vibraciones de una barra 
1 El eslabón, en el equipo experimental es una barra de 0.914m. de longitud. El materia] es Aluminio. 
2 En el equipo experimental utilizado para las pruebas de los consoladores, el actuador es un motor de corriente directa. 
se encuentran la de Euler-Bernoulli, la de Rayleigh y la de Tímoshenko. La teoría más simple 
de vibración lateral es la de Euler-Bemoulii [59]. 
En base a la teoría de Euler-Bernoulli se modela el eslabón. En esta teoría, los términos 
de segundo y alto grado en las variables de deformación se desprecian y se consideran las 
siguientes hipótesis: 
• El eslabón es una barra con características geométricas uniformes y una distribución de 
masa uniforme. Esta suposición implica que la deflexión de una sección a través del eslabón 
es debido solo al doblamiento o deflexión y no a un corte. Además, la contribución de la 
inercia rotatoria de la sección del eslabón a la energía total es despreciable. 
• El eslabón es flexible en la dirección lateral, sólo las deformaciones elásticas están 
presentes. Esta suposición está reforzada por la construcción mecánica de un brazo flexible 
real. 
• Las deformaciones no lineales así como la fricción interna u otras perturbaciones 
externas son despreciables. 
Al aplicar esta teoría, el eslabón es una barra de longitud l como se muestra en la figura 
2.2. El área transversal de la barra se denota por At , p es la densidad de masa que actúa sobre 




Figura 2. t : Marco de Referencia 
Se asume que la sección del plano a una distancia x permanece plano inclusive después del 
curvado y tiene una rotación a través del eje y dado por la pendiente w de la curva elástica. 
Se pueden entonces definir los desplazamientos de la barra como 
ux = —zu(x,t) 
Uy = 0 (2.1) 
uz = u(x,t) 
La deformación está dada por exx — zJ'{x,t). El esfuerzo está dado por rxx — 
—Ezw"(x,t). 
Nota 2.1 En las ecuaciones, una coma en la parte superior representan diferenciación 






Figura 2.2. Marco de Referencia en la Teoría Euler-Bernoulli 
Para aplicar el Principio de Hamilton se requieren las energías cinética y potencial del 
robot. La primera está constituida por la contribución del eslabón y de la base. La segunda, 
la energía potencial, depende completamente del eslabón. 
La energía potencial (de la deformación) está dada por 
i i 
U = \ J J Ez2J\x,t)dAdx = i J EI(¿'(x,t)fdx (2.2) 
O A 
De la figura 2.1, la posición absoluta de un punto a lo largo del eslabón está descrita por 
/ W z c c 
r \ P y ) \ XSl 
eos 9(t) — w(x,í)sin0(£) 
sin0(í) + w(s,i) cos0(t) 
Ya que el eslabón está sujeto a la base, las siguientes condiciones geométricas de frontera 
se satisfacen, 
Ü>(0,Í) =w'(0 , i ) = 0 (2.3) 
La energía cinética está dada por 
T = Th + Ti 
donde la energía cinética del eje está dada por 
Tn = \hKtf 
y la del eslabón, al despreciar la inercia axial debido a úx, es descrita por 
Tt = i p j ( ñ + %)áx 
. . . X 
= \p ¡(x28{t)2 + u2{x, t)6{t)2 + ü2(x, t) + 2x 9(t)ü{x, t))d^ 
o 
Al aplicar el Principio de Hamilton, se tiene 
Í2 
J{6T(t) - 6U{t) + 6W(t))dt = 0 
donde SW(t) = u(t)69(t) representa el trabajo virtual realizado por el torque. 
Para determinar 6T(t), considere la funcional 
ti 
m*)]=f F{t,e{t),m 
Al aplicar la ecuación general de Euler, se obtiene 
i 
(2.4) 
6T(t) = [IhQ + p J(x28{t)+uj2Ö{t) + xü{x,t))dx]60 + [p J(w(x,f) + x9(t))dx]6u (2.5) 
Nota 2.2 La deformación a>{%,t) se comidera muy pequeña con respecto a la longitud del 
eslabón. u(x,t) < 0.11. \ér artículo Cannon [10]. 
Al despreciar el término que involucra £)2, y al agrupar los términos en <50, se obtiene 
/ 
hO + p J {xré{t) + xü{x, t))dx = u (2.6) 
o 
A partir de la funcional 
i 
U[u(x,t)] = l J co"{x,t)2 (2.7) 
o 
se calcula la variación SU, la cual es dada por la expresión 
i 
SU = j u"(x,t)6u"(x,t)dx (2.8) 
o 
Si se integra por partes, resulta que 
i 
„ , C ni , 
6U = u (x,t)6u) (£,t)[o,j] — ¡u {x,t)6u {x,t)dx \ 
o 
Al integrar de nuevo por partes, se obtiene 
i 
SU = u/"(x,í)¿u/(2:,£)[o,f] _ w'"(xfí)6w(x,í)[0,¿] + J J'"(x,t)Su(x,t)dx (2.9) 
o 
Esta expresión debe anularse en la extremal de la funcional3, es decir, 
J'{l,t) = 0; u>"'{l,t) = 0 (2.10) 
Al agrupar los términos que involucran Su, se obtiene 
ElJ"'{x,t) + pü(x,t) + px8(t) = 0 (2.11) 
Entonces, de las ecuaciones dadas por (2.3), (2.10), (2.6), (2.11), el modelo dinámico que 
representa al robot flexible en el eslabón está descrito por 
3 La ecuación de Euler-Poisson tiene la forma wrv = 0, su solución general: w = C\ + Cix + Csx2 + C413 , contiene cuatro 
constantes arbitrarías Ci (i = 1..4) y las condiciones de frontera no bastan para determinarlas. Por esto, se calcula la variación de la 
funcional 2.7, y la expresión resultante se anula en la extremal de la misma fímcional. 
Jt0(t) 4- p j xü>{x,t)dx = u(t) 
o 
'RFE : ^ Eh¿'"(x, t) + pü{x, t) + pxé(t) = o 
w(0,í) =Ü/(0,Í) = 0 
u>"(l,t) = Lj"'(l1t) = 0 
donde It — Ih + plz¡ 3 , el cual es un modelo integro-diferencial. 
Al integrar con respecto al tiempo la segunda ecuación de S/ífe , y sustituyendo el 
resultado en la primera ecuación se obtiene 
W : { n C2.U) EIu (x, t) + pü{x, t) + px9(t) = 0 
Siendo el modelo E j ^ e r un sistema descrito con ecuaciones diferenciales parciales (PDE). 
Este sistema será utilizado para derivar modelo de dimensión finita para S r f e -
X 
2.2 Teoría de Rayleigh 
Si en el modelo se incluye el término inercial úxy entonces se puede considerar la teoría 
de Rayleigh. El término aparece como consecuencia de la componente de velocidad en 
la dirección axial. Este efecto adicional es originalmente denominado por Rayleigh como 
Inercia Rotatoria. 
Sea 
úx = —zu'(x1t) 
el término inercial. 
Puesto que la energía cinética de este componente está dada por 
i i 
% = j j \pz\cJfdAds = J \pI{cJfdx 
o A 
Entonces, la energía cinética total del eslabón es dada por 
i 
f ' ix Vél/ T^lJipAúP + pHv')
2}^ 
De modo que al calcular la variación de T , la segunda ecuación de T,RFE, se modifica a 
EIuj""{xìt) - plü"{x,t) + pAü)(x,i) = u (2.13) 
con las condiciones de frontera dadas por 
ElJ'òJ|o,í¡ — {Elui'" - pIui")6u[o,i) = 0 
2.3 Resumen 
En este capítulo se presentó la derivación del modelo que representa al robot con flexibilidad 
en el eslabón. Se utilizó teoría Euler-Bernoulli para modelar el eslabón flexible y se aplicó 
el principio de Hamilton para la obtención de las ecuaciones dinámicas. El modelo que se 
obtuvo consiste de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales. También se presentó el 
efecto que tiene en el modelo dinámico la adición de la inercia rotatoria, para esto se utilizó 
la teoría de Rayleigh. ^ 
CAPITULO 3 
Modelo Dimensional Finito 
El sistema descrito por ERFET consta de ecuaciones diferenciales parciales. Esta 
característica representa un sistema de parámetros distribuidos. Uno de los enfoques para 
resolver el problema de control para este tipo de sistemas, es reducir el sistema E R F E T a un 
modelo de dimensión finita. El objetivo de obtener este modelo es el poder aplicar las técnicas 
de control lineal. En este capítulo se describen tres técnicas para la obtención de un modelo 
reducido. La primera utiliza la función de transferencia del sistema para calcular los modos, la 
segunda utiliza el análisis modal que consiste en el cálculo de eigenvalores y de eigenvectores 
del sistema y la tercera utiliza la técnica de elementos finitos. ^ 
3.1 Técnica de Modos 
Una de las técnicas para obtener un modelo dimensional finito, es la aproximación de la 
solución del sistema PDE mediante la información de los modos de frecuencia del eslabón 
(barra). El objetivo de esta sección es obtener la forma de los modos mediante el cálculo de 
la función de transferencia del sistema. En este desarrollo, se utiliza el sistema de ecuaciones 
dadas por (2.13) que toma en cuenta la inercia rotatoria. Para obtener la forma de los modos, 
se busca primeramente una representación más simple para (2.13). Para esto, se hacen las 
siguientes asignaciones 






donde Im es el segundo momento del área transversal y t0 y q0 están dados por 
,2 PoAol* 
E I ° yy° 
Qo = t\ ~ 
( 3 . 1 4 ) 
cuyas condiciones de frontera son \ 
{EId¡w)6dxw[0A + {-dx{EId¡w) + rlPIdxw}ów[QA = 0 
donde dx = #-v i 
Para barras uniformes con los valores originales puestos de valores de referencia, las 
ecuaciones anteriores se reducen a 
Para vibraciones libres se tiene que w{x,t) = W{x)e%pi, entonces (3.14) puede reescribirse 
como 
donde dx = ¿ y p es la frecuencia natural. 
Si se asigna b = —rfp2 y c = p2, las ecuaciones descritas por (3.15), toman la forma 
4 Dados dos espacios topológicos lineales Ey E\, cualquier mapeoy = Ox (x € E, y € E¡) de un subconjunto de E (posiblemente 
E mismo) en E\, es llamado operador (de E a Ei). 
M = 1 - r\dl 
(«d2xw)6dxwm + { - a » + r\dxw}6wm = 0 
(di + r2d2xp¿-p2)W = 0 
{<PxW)6dxWW] - {d3xW) + r\dxV2W}6Wm = 0 ( 3 . 1 5 ) 
{di + b(Px - c)W = 0 
{dlW)6dxWm + {bdxW - d3xW}SW[0¡l] = 0 
( 3 . 1 6 ) 
Al obtener la Transformada de Laplace de (2.8), resulta 
(s4 - bs2 - c)W = (s3 - 6s)W(0) + s2W'{0) + sW"(0) + (W"'(0) - J>W#(0)) 
Si se definen los siguientes valores positivos, las variables b y c están relacionados por las 
raíces del polinomio característico 
SÍ = + + 
S22 = |v '62 + 4 c - 6 
y también están relacionadas por las siguientes ecuaciones 
(s2 - s2)(s2 - si) = (s4 - bs2 - c) = 0 
b=(s\- 4) 
C = ( S & ) 
s\ — bs\ — c = 0 
s\ - bs\ - c = 0 X 
De modo que la función de transferencia T(x) del sistema está dada^or 
T ( x ) = £ 1 s 4 _ b s 2 _ c = £ \ t f i - 4 ) ( s i - 4 ) 
Al calcular la transformada inversa, T(x) resulta 
T{x) = 2\ (s2 sinh Six — S\ sin S2%) sls2\sl ~ s2f 
De acuerdo a este resultado, la forma del modo ("modo shape") y sus derivadas pueden ser 
escritas como 
W = [(d® - 6 4 ) ^ ( 0 ) + fiw'i0) + dxW"{0) + {^"'(0) - bW'{0)}}T{x) 
W* = [cW{0) + d3xW{0) + éxW"{0) + dx{W"'(0) - bW*(0)}]T(x) 
W" = \cdxW{0) + {bd2 + c)W'{0) + 4W"{0) + í{W^(0) - bW'{0)}]T(x) ( 3 . 1 7 ) 
íy"' - bW' = [{c4 - bc)W{0) + cdxW'(0) + cW"{0) 
- " í>W'(0)}\T(x) 
En el caso del eslabón flexible que es una barra en configuración Fija-Libre ("fíxed free"), 
las condiciones de frontera están dadas por 
W(0) = 0; W"{\) = 0 
W'(0) = 0; W"'{l)-bW'{l) = 0 
Al sustituir estas condiciones en (3.17), se obtiene 
0 = [cW"(0) + (di - bdx)W"'(0)}T(l) 
G = ldiW"{Q) + dlW"'(0)]T(l) 
que puede ser representada en forma matricial como 
= 0 (3-18) cT{ 1) (dl-bdx)T( 1)1 [ T^"(0) dlT( 1) dlT( 1) J [ W"'(0) 
Una solución no trivial se obtiene cuando el determinante de la matriz (3.18) es igual a 
cT(l)d2xT(l) - {di - bdx)T{l)dlT{l) = 0 
Esto nos lleva a la ecuación de frecuencia dada por 
í % + % I cosh sj eos 52 + í — + -- } sinh si sin s2 + 2 = 0 (4 ^iJ (s2 s j 
con el modo shape dado por 
52(^1 sinh Si+S2sin S2)(cosh six—eos S22O—cosh S1+S2 008-52) (s2 sinh si2—5^ sin S2x) 
Ahora bien, para el caso de la barra modelada mediante Euler-Bernoulli (sistema £ R F B T ) > 
ésta no considera el término axial, de manera que la ecuación de la frecuencia está dada por 
cosh yjp eos yfp + 1 = 0 
y el modo shape está dado por 
(sinh yfp + sin •v/p)(cosh y/px — eos y/px) — (cosh y/p + eos v/p)(sinh y/px — sin y/px) 
donde p es la frecuencia natural. 
3.2 Técnica de Análisis Modal Restringida 
Si al sistema T,RFBT se le asigna como entrada u(t) el valor de cero, se obtiene un sistema 
homogéneo. Esto permite el cálculo de los eigenvalores y los eigenvectores. En el caso del 
robot flexible en el eslabón, esto representa las frecuencias de resonancia con sus modos shape 
respectivos. El análisis modal, denominado restringido, se desarrolla asumiendo 0 (£) = 0 (o 
6{t) s 0), esto equivale a suponer que el eje rígido tiene inercia infinita y, por lo tanto siempre 
estará en reposofl 1]. 
Con U{t) = 0, la segunda ecuación T,RFET, se convierte en 
EIu""{x,t) + pü>(x,t) ~ 0 (3.19) 
con las mismas condiciones de frontera dadas por las dos últimas ecuaciones de Y,RFE-
Al aplicar el método de separación de variables, u>(x, t) puede expresarse como 
u;(x,t) = ${x)r}(t) (3.20) 
y al sustituir ésta en (3.19), se obtiene 
y""{x)r,{t) + ^{x)r){t) = o (3.21) 
la cual se puede separar en una ecuación en el tiempo 
+ = 0 (3-22) 
y otra ecuación en el espacio 
* " " ( * ) + ^ ¡ e n * ) = o (3.23) 
donde representa el eigenvalor y í» es representa la eigenñinción. 
La solución de (3.22) está dada por r¡(t) = e?*1, la cual representa una oscilación armónica 
no amortiguada en la frecuencia angular 
Las condiciones de frontera para ZRFET resultan ser 
*(0) = \P ' (0)=0 
Siendo El una constante y p4 = la ecuación (3.23) toma la forma 
cuya solución general es dada por 
í = A cosh fix + B sin hfix + C eos (3x + D sin px (3.25) 
Para determinar los valores de A, B, C, y D, se utilizan las condiciones de frontera. Al 
sustituir la condición de límite en x = 0, es decir $(0) = ^'(0) = 0, en la solución general, 
se obtiene 
m=A+c=o 
*'(0) = £ + !> = 0 ^ 
Al sustituir ahora las condiciones en x = 1, es decir, # (¿) = $ (l) = 0, junto con la anterior, 
en la solución general, se tiene 
V(l) = A{cos(3l + cosh (31) + fí(sin (31 + sin h(3l) = 0 ni 
$ (0 = B{cospi + cosh(31) + A(sin(3l - sinh(3l) = 0 
A partir de estas dos ecuaciones, se obtiene finalmente 
1 + cosh (31 eos pl = 0 (3.27) 
donde esta ecuación se satisface para un número de valores de (31, correspondientes a cada 
modo normal de oscilación [73] y además tiene una cantidad contable de soluciones, una 
frecuencia angular £ = PlyJ^f* y un modo ^(x) . 
Al aplicar las condiciones de frontera dadas por (2.18), la solución general toma la forma 
^ ( x ) = A{sm(3x - s inh/fa) + B(cos/3x - cosh(3x) (3.28) 
Mediante un proceso de normalización adecuada de la eigenñinció^^(x), la solución resulta 
íf(a;) = $0[(cos(31+cosh (31)(sinh(3x—sin./?x)+(sin/?Z+sinh(31)(cos^c—cosh/3x)] (3.29) 
donde es una constante que se determina de la normalización. 
3.3 Análisis Modal No Restringido 
El análisis modal no restringido se obtiene sin hacer la suposición de que 9(t) — 0 (Figura 
2.1). Sea 0(t) de la forma 
0(t) = a(t) + fcr(i) (3.30) 
donde a(t) describe el movimiento del centro de masa del eslabón y T(£) es función del 
tiempo. La deflexión u>(rc, t) tiene la forma 
w(M) = $(z)r(í) (3.31) 
donde $(:r) está en función del espacio. Al sustituir (3.30) y (3.31) en primera ecuación de 
XTjzfe' obtiene 
i 
Itá + V{t)[Itk + p jx${x)d$] ~ u (3.32) 
o 
donde k se puede elegir para que satisfaga 
Itk + p J x${x)dx = 0 (3.33) 
o 
con lo cual se garantiza que ninguna perturbación ocurra en el centro de masa, es decir á = 0. 
Al sustituir (3.30) y (3.31) en la segunda ecuación de ZRFE, resulta 
EI$""{x)T{t) + p$(x)f (í) + px(a{t) + fef (<)) = 0 
en la cual, al aplicar el método de separación de variable, se puede describir en tiempo y 
espacio, como 
+ + kx) = 0 (3.34) 
El 
f (í) + 7]2T{t) = 0 (3.35) 
donde r¡2 es el eigenvalor, ($(x) + kx) es la eigenfunción y la solución de (3.35) está dada 
por V(t) = e~jvt con las condiciones de frontera para $(rc) ^ 
$(0) = $'(0) = 0 
$"(0 = $"'(/) = 0 
Entonces, la solución general para $(x) tiene la forma 
$ ( x ) = A s in(7x) + B cos (7s ) + C sinh(7x) + D cosh(7x) (3.36) 
donde x € [0, l] , 74 = , y las constantes A, B, C, D son determinadas a partir de las 
condiciones de frontera. 
Una solución de $(x) es de la forma 
$ ( x ) = $0[(cos(7¿) sinh(7¿) — sin(7/) cosh(7 / ))(cos(7£) — cosh(7x)) (3.37) 
+ ( 1 + sin(7Z) sinh(7Í) + cos(7¿) cosh(7 / ) )(s in((7x) — s inh(7x)) 
+2(1 + cos(7/) cosh(7/))(sinh(7a:) — sin(7x))] 
donde se determina por una condición de normalización y 7 debe satisfacer la ecuación 
característica 
4 7 3 ( 1 + eos(7/) cosh(7¿)) + p(sin(7¿) cosh^Z) - cos(7¿) sinhfrZ)) = 0 (3.38) 
Se puede observar que esta ecuación tiene una doble solución en 7 = 0, esto se debe al 
movimiento sin restricción en la base del robot. Si en esta ecuación, la inercia del eje Ih 
tiende a infinito, la ecuación característica (3.38), se convierte en (3.27), con 7 = 0 . Con 
esta aproximación, se obtiene el modelo restringido. 
Por otra parte, se puede obtener un modelo dimensional finito aproximado utilizando solo 
un número finito de eigenvalores y eigenvectores. Considerando sólo las primeras ne raíces 
de la solución (3.37), la deformación del eslabón puede expresarse en términos de ne modos 
modelados como sigue 
Ve 
u>{x,t) = (3-39) 
¿=i 
Ve 
í W - f l W + ^ s ' í o j r , . « (3.40) 
i=1 
Esto permite transformar las ecuaciones T>RFB, en un conjunto de ne + 1 ecuaciones 
diferenciales de segundo orden de la forma 
Ita(t) = u(t) 
las cuales pueden describirse en forma matricial 
It 0\{ a (t) \ ( 0 
0 / / \ f (í) J l 0 
donde los bloques cero y la matriz identidad son de dimensiones apropiadas. La 
naturaleza desacoplada de estas ecuaciones es una consecuencia de la ortogonalidad de las 
eigenfiinciones $í(x), además la matriz de rigidez está definida como 
k = diag{r¡l} 
Otra representación se puede obtener al hacer las siguientes sustituciones 
Ita — u 
1 = 0 
y sustituirla en 
f ( £ ) + fcr(í)~$;(0)u = 0 
f (t)+km - ^ m m - E ^í(o)fi(í)] = o 
i = 0 
en forma matricial, se obtiene 
/ It —/¡$'(0)r 
l -It$'(0)T I + It$'(0)*'(0) 
(3.43) 
K Q F 
en donde se ha introducido una matriz de amortiguamiento D, la cual se puede calcular a partir 
de la matriz de rigidez, o experimentalmente. Esto último, se puede realizar observando el 
tiempo de caída del sistema, excitado a cada frecuencia de deformación. 
En consecuencia, el sistema descrito por (3.43), con Q = [ $ T ]T tiene la forma 
MQ + DQ + KQ = F (3.44) 
la cual es semejante a la representación de un robot rígido. 
3.4 Análisis Modal con la Posición en la Punta x 
Uno de los elementos primordiales en el diseño del control de robots con eslabones flexibles, 
es la localización de los sensores y de los actuadores [46]. La razón de esto recae en que una 
selección apropiada de la posición de los sensores y actuadores conlleva a una optimización 
del desempeño del sistema en lazo cerrado. Sin embargo, en el caso de los robots con 
eslabones flexibles, el sensor generalmente se coloca en la posición de la punta para asegurar 
la retroaiimentación de la posición de la herramienta. La medición de la posición de la 
punta del eslabón flexible, se capta por medios ópticos como una cámara5 o por algún otro 
dispositivo. 
El objetivo del diseño de un control para los robots flexibles es posicionar la punta en el 
lugar exacto con la trayectoria y el tiempo deseados. 
En esta sección, se presenta el modelo del robot flexible desarrollado en las secciones 
anteriores, ahora considerando como referencia la posición de la punta, denominada z(l, £), 
en lugar de la deflexión UJ(X, t). 
El desplazamiento total de un punto particular del eslabón, se define por 
z(x,t) = x 0 ( í ) + u > ( x , í ) (3.45) 
5 En el caso del robot flexible en el eslabón experimental, el medio óptico que posee es una cámara con una resolución de 0.014 cm. a 
un metro de distancia 
que representa la longitud del arco medido a través del circulo de radio x, centrado en el eje 
más un desplazamiento relativo. Esto se muestra en la figura 2.1. Al hacer la sustitución de 
(3.45), en la ecuación de 52RFET> s e obtiene 
EIz""(x,t) + pz(x,t) = 0 
J f c f l ( t ) - B J / ( 0 , t ) - 0 (3 '46) 
Con las condiciones de frontera dadas por 
z (o ,t)=m 
2(0, £) = z"(l,t) = z"'(l,t) = 0 
Si se aplica el método de separación de variables, se tiene 
Zn = < t > n { x ) q M (3.47) 
0n = cinqn(t) (3.48) 
donde 4> es el n-ésimo modo shape y qn es el modo asociado. x 
Al sustituir Zn y en la ecuación (3.46), se obtiene 
. + — ¡ ( P n W U t ) = 0 (3-49) 
de las cuales, se puede observar que 
+ 0 ( } 
con u>n = (^ )A 4 , y las condiciones de frontera 
<¡>n( 0 ) = 0 
^ ( 0 ) + / f c A¡¿(0) = 0 
donde a n = <¡>n(0). 
A partir de estas ecuaciones, se puede encontrar una solución mediante un análisis similar 
al desarrollado anteriormente. Al considerar sólo los primeros N modos, se obtiene entonces, 
un sistema de jV + 1 ecuaciones lineales, cuya representación de espacio de estado es de la 
forma 
x(t) = Ax(t) + Bu(t) 
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donde el vector de estado es x(t) = [ q0 qQ qi q • • • qn qn ] y (, representa el 
amortiguamiento del sistema. Los renglones de C representan los variables medibles del 
sensor Este modelo lineal es similar al utilizado en la literatura (9] para el control de 
estructuras espaciales largas. X 
3.4.1 Análisis de Funciones de Transferencia 
Los estudios realizados por Lim [46] en 1997, muestran que la selección de la 
retroalimentación de salida para el sistema del robot flexible, es una pieza clave en el diseño 
del control. Uno de los enfoques para analizar la estabilidad de un sistema, son los estudios 
basados en el plano s, estos esquemas de identificación y control involucran típicamente 
funciones de transferencia. Las características de las funciones de transferencia dependen de 
la selección de entrada y salida del sistema. Al utilizar modelos lineales reducidos (truncados) 
conviene analizar el comportamiento del sistema mediante las funciones de transferencia que 
se obtienen al seleccionar cierta entrada y salida. 
En esta sección, se presentan las funciones de transferencia más comunes del robot flexible 
con sus respectivas características. Esta sección se basa en el estudio realizado por Barbieri 
en [8] . Para esto, se considera al sistema lineal dado por Y^L c o n v e c t o r = q = 
[qo qi <?n]Ty&=(l//t)[¿; <P'2 ••• <f!n]T. 
3.4.1.1 Angulo del Eje al Torque del Eje 
Consideremos que la salida seleccionada del sistema está definida por 
9 = q0 + ItbTq 
donde q0 es el modo rígido. Esta salida representa el ángulo del eje. La función de 
transferencia Hi (s) de está dada por 
H iW = 
0(8) _ 1 
(3.52) 
donde T representa al torque, 6 la salida, f n es la n-ésima frecuencia modal y N es el 
número de modos. 
Esta función de transferencia es un ejemplo de "Sensor/Control Colocado", es decir, que 
el sensor y el actuador se encuentran localizados en el mismo lugar. 
Además, Hi(s) resulta en un patrón de alternación simple de polos y ceros en el eje 
imaginario del plano complejo s. W&ng y Vidyasagar demostraron que este patrón 
implica que la función de transferencia es pasiva y relativamente fácil de estabilizar. 
3.4.1.2 Posición de la punta al torque del eje 
Ahora, consideremos que la salida medible es la posición de la punta z(l, t),Entonces se tiene 
que 
Esta función es representativa de lo que se llama "Sensor/Control No Colocado". A 
diferencia de la función de transferencia H\(s), el sensor y el actuador se encuentran 
localizados en lugares distintos. Por otro lado, resulta que el sistema de fase no-mínima, 
con ceros en el semiplano derecho. 
Como consecuencia de esto se ha requerido el diseño de compensadores. Los casos donde 
el sensor y el actuador no pueden situarse en el mismo lugar son muy variados, ejemplo de 
ello son los robots utilizados para la inspección de deshechos nucleares. 
3.4.1.3 Longitud del arco menos la deflexión al torque del eje 
Sea w*(l, t), la variable de salida que describe la longitud del arco menos la deflexión total 
z(l,t) = ztip(t) = lq0+[<f>¿l) <f>2(l) ... 4>N(l)}q 
cuya función de transferencia está dada por 
2{s) r(s) /t*2 + / t ¿ í + 
Ztip(s) l , 1 ^ 24>n(Z)0» 
(3.53) 
de la punta y la cual está definida por la siguiente expresión 
= <P(t) = ko - [4>n{l) - l<t>'n(0)]qn 
Entonces la función de transferencia del sistema YIL e s f o r m a 
„ M l , 1 [2^ (0 ) ~<f>M 
w = T ( i f = + Í ¿ í — ( ^ r a — (3"54) 
la cual es de fase mínima. Se caracteriza por mostrar un patrón de pares alternados de polos 
y ceros en el eje imaginario. 
3.4.1.4 Posición relativa de la punta al torque del eje 
Ahora, consideremos que la salida es la deflexión total de la punta. Esta salida es descrita por 
N 
y(l,t) = ytip(t) = J > n ( ¿ ) - l<í>'n(0)]qn(t) 
n= 1 
y la función de transferencia de Yli resulta ^ 
- Wf-1 h " F a — (3-55) 
AI igual que Hz(s) se caracteriza por mostrar un patrón de pares alternados de polos y 
ceros en el eje imaginario. 
En la tabla 1, se muestran, como ejemplo, valores típicos de los polos y ceros de 
las funciones de transferencia consideradas. Estos valores se obtuvieron utilizando una 
aproximación de dos modos. 
Función de Transferencia Polos Ceros 
H M - (3-52) 0;0;±¿12.35; ±¿49.04 ±¿6.02; ±¿47 .76 
tf2(s): (3.53) 0;0;±¿12.35; ±¿49.04 ±9.61; ±¿72.31 
Hs(s ) : (3.54) 0;0;±¿12.35; ±¿49.04 ±¿3.89; ±¿50 .24 
Hi(s):( 3.55) ±¿12.35; ±¿49.04 ±¿52 .24 
Tabla 1: Ejemplos de polos y ceros de las funciones: N — 2 
3.4.2 Concepto de Modo 
En las secciones anteriores, se presentó el análisis modal con el cual se obtuvo un modelo 
lineal del robot flexible en el eslabón. Para obtener un modelo de dimensión finita se utilizaron 
solamente los primeros N modos, por lo que se considera necesario analizar hasta qué punto 
es factible el uso de modos. 
Un modo de vibración [34], se refiere al movimiento periódico que es físicamente posible 
en ausencia de cualquier influencia externa. En este movimiento, el desplazamiento elástico 
w(x,t) en la posición x y el tiempo t se mueven regulados por la regla de que "todos 
los desplazamientos pasan a través del cero simultáneamente y todos obtienen su máxima 
simultáneamente". 
El concepto de modo de vibración es, de hecho, un concepto matemático y se expresa como 
cj(rc,£) = í ( x ) í? ( í ) (3.56) 
donde ^(x) se le llama modo shape y r¡(t) muestra la dependencia del tiempo de los 
desplazamientos elásticos en todos los puntos de la estructura. Esta expresión es un caso 
especial de la idea matemática de separación de variables. Como ejemplo se analizó la barra 
uniforme en el capítulo 2 donde la ecuación diferencial asociada con los desplazamientos 
laterales está dada por x 
EIu" + pü = f(x,t) X 
w(0,í) = «'(0 ,í) = J\Ut) =¿"'{l,t) = 0 ( ' 
La ecuación diferencial dada por (3.57) tiene modos de la forma (3.56). En teoría, tiene 
un infinito número de esos modos. La pregunta en cuestión es, si barras reales poseen esta 
propiedad. 
El suposición de que una estructura real tiene un número infinito de modos, es como 
establecer un absurdo.¿Cómo puede, una estructura, tener más modos que sus moléculas, 
o de otro manera, más que las moléculas en el universo conocido?. 
Generalmente, cuando se dice que una estructura tiene un número infinito de modos, quiere 
decir que la estructura tiene un número muy grande de modos. Una estructura física no posee 
un número infinito de modos. 
Entonces, la cuestión es ¿Cuántos modos de vibración tiene?. La respuesta mas precisa 
sería ninguno, sin embargo para propósitos de aproximación matemática , el concepto de 
modo es muy útil. 
La aproximación matemática para la barra es válida para los modos de vibración bajos. 
Pero para los modos altos, conforme estos aumentan, su manejo matemático se vuelve 
inapropiado. Para enfatizar esta idea se introduce la siguiente definición. 
DEFINICION 3.1 El subespacio absurdo asociado con la idealización de una estructura 
PDE (Ecuaciones Diferenciales Parciales) es el subespacio extendido por todos excepto los 
primeros billones de modos. 
Todos los modelos estructurales PDE tienen un subespacio absurdo, esto significa que la 
obtención de modos para una estructura se puede aproximar hasta N modos, donde N es 
tan grande como se desee pero siempre habrá modos más allá de N 4- 1 que constituyen el 
subespacio absurdo. 
En la práctica, la ventaja del análisis modal es que el analista puede expandir el movimiento 
general de una estructura, en términos de unos pocos submovimientos importantes. Esta 
ventaja se perdería si se insiste tomar una infinitud de modos. 
Un método clásico para solucionar sistemas PDE similares a (3.57), es expandir la solución 
en términos de series de funciones que son definidas, examinadas y catalogadas. Usualmente 
estas funciones no son sencillas de calcular, inclusive las funciones sin, sin h, eos, cosh, que 
proporcionan una solución bien conocida para los modos de vibración de una barra simple, 
requieren de una sofisticación numérica. 
Debido a estas dificultades, a las estructuras complicadas se les divide matemáticamente 
en pequeños elementos, donde cada uno de éstos es analizado por separado. esta manera, 
se pueden extraer los datos numéricos con la precisión requerida y en forma relativamente 
sencilla. A este método se le denomina de Elemento Finito. 
Este método de elemento finito6 (FEM) es una implementación ingeniosa de un método 
mas antiguo: el Método de Ritz. Tiene los mismos fundamentos teóricos que el Método de 
Ritz, en forma particular se conocen las condiciones de convergencia. La solución que se 
obtiene al utilizar el método FEM es exacta para el modelo PDE solamente. No es exacta 
para la estructura, ya que el modelo PDE, en si mismo, no es exacto. 
El modelo FEM debe ser visto como un tratamiento numérico del modelo PDE, ya que 
permiten la obtención de una aproximación numérica bastante precisa del modelo PDE. Si se 
utiliza el número de elementos apropiados, el error que se presenta, debido al número finito 
de elementos, siempre puede ser restringido al subespacio absurdo. 
La -ventaja del modelo FEM es que, con el análisis estructural es posible realizar los 
cálculos numéricos para estructuras complicadas. Su debilidad está en que nunca puede ser 
mejor que el modelo PDE, al cual converge. 
6 La búsqueda de una solución exacta a la ecuación diferencial de Guler normalmente es imposible por lo que se requiere una 
aproximación de la solución. La idea de Rayleigh-Ritz-Galerkin es seleccionar un numero finito de funciones <¿i,..., ipn con 
combinaciones de la forma £ ^j'fij y encontrar cual de estas combinaciones es mínima. Esta última es la aproximación de Ritz. Los pesos 
q¿ son determinados por medio de un sistema de N ecuaciones algebraicas. Entonces, el objetivo consiste en seleccionar las funciones <p 
¿ I que la energía potencial pueda calcularse y minimizarse y al mismo tiempo encontrar la aproximación mas apropiada a la solución (fe la 
ecuación de Euler. 
3.5 Modelo de Elemento Finito 
En este método, el eslabón o barra flexible, se divide en un número finito de elementos. 
Estos elementos son apropiados para cuestiones de cálculo y de identificación. Generalmente 
son triángulos o rectángulos. Entonces para cada elemento ó pieza se seleccionan funciones 
completas7, como ejemplo los polinomios. Las propiedades de cada elemento se analizan, y 
las propiedades de toda la estructura se obtienen aplicando a cada elemento su aproximación 
asociada. 
Los pasos básicos[72] en el método de elemento finito son: La formulación variacional del 
problema, la construcción de las funciones polinomiales, el cálculo de la matriz de rigidez y 
la solución del sistema discreto y por último, la estimación de la exactitud de la aproximación 
de Ritz final. 
El desplazamiento total de un punto en el eslabón flexible [7], se describe por 
z(x, t) = x6(t) + u(x, t) ^ (3.58) 
x 
Al aplicar la teoría Euler-Bernoulli, desarrollada en el capítulo 2, resulta que la energía 
cinética puede ser expresada en términos de z(x, t) como 
i 
T=±Jp(z(x,t))2dx + Ihe(t)2 (3.59) 
o 
Asimismo, la energía potencial puede expresarse como 
i 
U=^J EI{z"(x,t))2dx (3.60) 
o 
Además, el trabajo hecho por el torque, es descrito por 
W = u(t)0{t) 
Ahora bien, al aplicar el Principio de Hamilton, resulta 
Í2 ta 
J 6{T - U)dt + Jswdt = 0 
«i «i 
7 El conjunto de funciones completas son aquellas cuyas combinaciones lineales llenan el espacio de soluciones cuando N —* oo, y P° r 
lo tanto el método de Ritz converge. 
Al sustituir (3.59) y (3.60), en la ecuación anterior e integrando por partes, resulta 
t2 r i 
= 0 (3.61) J J(pz{x,t)6z + EIz"{x,t)Sz")dx + Ih0S9 - u68 
ti Lo 
Por otro lado, el desplazamiento z(xit) puede ser discretizado usando la siguiente 
expansión de elemento finito 
N 
z{x,t) = Y,Ni{x)zi{t) (3.62) 
donde Zi(t) representa la variación de los desplazamientos nodales en el tiempo, N es el 
número total de grados de libertad, y Ni(x) son polinomios hermitianos que satisfacen las 
condiciones de admisibilidad y que son definidos sobre una fracción de la longitud que 
constituyen el elemento finito. 
Cuando se utiliza la teoría Euler-Bemoulli, el método requiere que para un elemento con 
nodos en la punta, cada elemento posea dos grados de libertad, una deflexión transversal y 
una rotación. Esto requiere el uso de funciones de base cúbica[17]. x 
Las funciones Hermitianas de base cúbica, usuales para el intervalo local[ 0 l ], son 
usadas de manera que las funciones shape de los elementos son dadas por 
01(S) = 1_3S 2 + 253 
4>2(s) = In(s-2s2 + sz) 
4>z{s) = 3s2 - 2s3 
M s ) = 7n(s3 - S2) 
La coordenada local s está relacionada con la coordenada x de la barra utilizando la 
transformación lineal del n-ésimo elemento, como sigue 
x = xn—\ + Ina 
Esta transformación permite que la ecuación (3.62) pueda expresarse en N elementos. De 
este modo, la aceleración puede expresarse como 
N 
y la curvatura mediante la ecuación 
N 
z"(x,t) = Y,N'í(x)zÁt) f3-64) 
i=l 
Ahora, al sustituir (3.62), (3.63) y (3.64) en (3.61), e integrando apropiadamente, se obtiene 
Mhh Mhi 0 Zh ' Khh Khi 0 Zh u(t) 
Mih Mü Mit '¿i + Kih Ka Ka Zi = 0 
0 Mu Mtt . ¿ t . 0 Kti . Z t 0 
donde Zh se refiere al grado de libertad en el eje, es decir, zh = 0, ¿i se refiere a los grados 
de libertad internos, es decir, aquellos entre la punta y el eje, y zt se refiere al grado de 
libertad traslacional en la punta. Las matrices de masa, rigidez, y de amortiguamiento son 
particionadas con las dimensiones apropiadas. 
Figura 3.1. Grados de libertad del elemento finito. 
Las ecuaciones semidiscretizadas del movimiento de un robot con flexibilidad en el 
eslabón, pueden entonces, ser expresadas como 
M t í } + ID]{Q] + [K]{Q} = {F} (3.65) 
donde[M], [D] y [K] son las matrices de masa global, amortiguamiento, y de rigidez 
respectivamente. {F} es el vector de fuerzas externas. 
La matriz de amortiguamiento, se puede obtener directamente de las matrices de masa y 
rigidez para una razón de amortiguamiento dada en términos de la serie de Caughey[7]. 
De esta manera, la respuesta total del sistema se obtiene mediante los modos de 
vibración. El sistema dado por (3.65), puede reducirse usando el análisis modal. Con 
las correspondientes transformaciones, se obtiene un conjunto reducido de ecuaciones, que 
describen al sistema. 
3.6 Resumen 
En este capítulo se presentaron tres de las técnicas más comunes para obtener un sistema 
dimensional finito. La primera utiliza una función de transferencia, con la cual se calculan 
los eigenvalores del sistema, la segunda utiliza el análisis modal para obtener el cálculo de 
eigenvalores y eigenvectores y la tercera es la aproximación por medio de elementos que en 
su conjunto representan una aproximación al eslabón. También se presentaron las funciones 
de transferencia obtenidas de acuerdo a la selección de la salida. Se hizo un análisis de cada 
una de ellas para observar sus características. En el siguiente capítulo se podrá apreciar la 
utilidad de los modelos obtenidos en el diseño de controladores para el robot flexible. 
CAPITULO 4 
Diseño de Controladores 
En este capítulo se presenta el diseño de controladores para el robot con flexibilidad en el 
eslabón. La primera sección presenta los controladores que se derivan de un modelo de 
dimensión finita. Cuatro de estos controladores están basados en el modelo lineal obtenido 
por medio de la técnica de análisis modal presentada en el capítulo anterior. Otro controlador 
se deriva de un modelo reducido por medio de la técnica de Perturbaciones Singulares. La 
segunda sección del capítulo se centra en el diseño de tres controladores basados en un modelo 
infinito, es decir, se derivan directamente del modelo original del robot. 
"X 
4.1 Controladores Basados en Modelos de Dimensión Finita 
En esta sección, se presenta el diseño de los controladores que están basados en modelos de 
dimensión finita. Uno de los modelos es el modelo lineal que se obtuvo por medio de 
análisis modal en el capítulo anterior. Con este modelo lineal se diseñaron los controladores: 
Proporcional-Derivativo (PD), el Regulador Cuadrático Lineal (LQR), el Pasivo y el LQG 
(Linear Quadratic Gaussian)/!!«,. Otro modelo de dimensión finita se obtuvo aplicando 
la técnica de perturbaciones singulares. Este modelo está compuesto de dos subsistemas 
(generalmente un subsistema representa la parte rígida y el otro la elástica), por lo que el 
controlador se diseña tomando en cuenta la ley de control para cada subsistema. Se incluye 
también una modificación de este modelo para la elección de la variables elásticas. 
4.1.1 Controlador Proporcional-Derivativo 
En la industria, el controlador Proporcional-Derivativo (PD) ha sido aplicado con éxito a 
los robots rígidos, por lo que se ha extendido su aplicación a los robots flexibles en el 
eslabón. Como ejemplo, en esta sección se presenta el diseño de un controlador Proporcional-
Derivativo para el robot flexible experimental. 
En el capítulo anterior, en el análisis de las funciones de transferencia, se pudo observar 
que cuando se retroalimenta la posición del ángulo del eje, el sistema es de fase mínima. 
El controlador proporcional derivativo, se diseña utilizando los datos de el ángulo del eje 
con sus respectivas derivadas, éste tiene la forma 
t = kp{Qd - 9) + kv{9d - 0) 
donde 9 es el ángulo del eje, 0¿ es el ángulo deseado y 0,9¿, sus respectivas derivadas. 
Los valores de kp y K, se obtuvieron al considerar la mejor sintonización del sistema con 
la función de transferencia dada por Hi(s) con tres modos (N = 3). 
Los valores usados para la experimentación fueron 
kp = 1.35 kv = 0.28 
Los resultados experimentales se muestran en el capítulo 5, en los cuales se pueden 
observar severas oscilaciones cuando el robot se posiciona en el punto deseado. Esto muestra 
que, aunque el robot alcanza su posición deseada, la retroalimentación sólo del ángulo del eje 
no es suficiente para obtener una buena respuesta del robot. Una extensión de este controlador, 
a un robot de dos eslabones flexibles, puede hacerse únicamente considerando- eslabones 
independientes. 
Una forma de mejorar la respuesta de un controlador PD se presenta en [81], en el cual 
las ganancias del control no dependen de los parámetros del sistema. Un controlador similar 
al propuesto por Yigit es presentado en la sección 4.2.1. 
4.1.2 Controlador LQR 
Los valores de las ganancias para el controlador PD, generalmente no son las óptimas para el 
sistema. Para esto se puede utilizar un criterio de optimización para el cálculo de las ganancias 
de control. En esta sección, se presenta el diseño de un controlador que además de considerar 
como retroalimentación las variables de la base, toma en cuenta las del eslabón flexible. La 
ley de control resultante utiliza el criterio de optimización LQR para obtener las ganancias 
del controlador. Las ventajas[24] al aplicar la técnica LQR son: 
o Permite optimización sobre intervalos finitos (El enfoque en dominio de la frecuencia 
está limitado a intervalos de optimización finita). 
o Es aplicable a sistemas variantes en el tiempo. (El enfoque en dominio de la frecuencia 
está limitado a sistemas invariantes en el tiempo), 
o Puede manejar sistemas multivariables. 
Para el diseño del controlador se utiliza el sistema lineal descrito por (3.51). En forma 
general, la ley de control es descrita por 
u = - k T x (4.66) 
donde k es una matriz de ganancia, y a: es el vector de estado. El control se determina por 
medio de una combinación lineal de los estados del sistema. Este lazo de retroalimentación 
se muestra en la figura 4.1. Los valores que conforman a k son las ganancias que deben 
determinarse. 
Al sustituir (3.51) en (4.66), se obtiene 
x = (A - BkT)x 






Figura 4.1: Configuración de Retroalimentación LQR-Optimo 
Una forma de obtener los valores de k es aplicando el método de asignación de polos, pero 
para optimizar este resultado se utiliza el criterio de optimización LQR (Linear Quadratic 
Regulator). Las matrices de ganancia son obtenidas por el criterio de optimización LQR [24] 
donde Q es semidefinida positiva, y r es definida positiva. 
Los valores de las matriz de peso Q, pueden ser seleccionados de acuerdo con ([4] ,pag. 
350), donde las especificaciones son dadas en términos de la máxima desviación en los estados 
y señales de control para una perturbación dada. 
Si se define la entrada de control como 
r = - id) - kp(x - xd) 
donde k» y kp son matrices de dimensión (1 x 6) (dos modos), que se calculan por el método 
de optimización. Se requiere el conocimiento de todo el vector de estado. En el diseño 
experimental de este controladoi; el vector x, se formó con 6, 0, z(l,t) y 
z(l,t). Estas variables describen, respectivamente, el ángulo y la velocidad angular del eje, la 
posición y velocidad de la deflexión, la posición y la velocidad de la punta. 
Si se define el error como 
e = x — x¿ 
donde x¿ es el valor deseado. Se puede aplicar el criterio de optimización 
oo 
Op = J {eTQe + uTru)dt (4.67) 
o 
Los valores utilizados fueron 
r = 1 
Q = diag(8,1,1,1,1,1) 
la solución correspondiente, utilizando Matlab, es dada por, 
kv = [ 2.8284 1.4005 1.3363] 
kp = [ 0.1323 -0.0012 0.0168 ] 
En el capítulo 5 se muestran los resultados en simulación y experimentales. Los resultados 
muestran, que este controlador logra la respuesta deseada del sistema en un m^nor tiempo que 
el controlador PD, además no muestran oscilaciones severas. Este método asegura márgenes 
de ganancia y de fase adecuados. 
La ventaja de este controlador con respecto al PD es que permanece insensible a 
perturbaciones externas. Para una extensión del método a un robot flexible de dos eslabones, 
el modelo depende de la configuración del robot [3]. 
4.1.3 Controlador LQG/Hoo 
El controlador LQG, ha sido utilizado para el control de estructuras espaciales [10], a pesar 
de sus propiedades atractivas, tiene la desventaja de que no garantiza márgenes de estabilidad. 
En la última década, se ha visto el surgimiento de la teoría de control robusto en la forma de 
control optimal H^. En este contexto, la característica más importante de esta teoría, es la 
garantía de un margen de estabilidad ante perturbaciones acotadas normadas8. 
Cuando al sistema lineal de dimensión finita se le retroalimenta la posición de la punta, 
el sistema resultante es de fase no-mínima y tiene polos ligeramente amortiguados. Uno de 
los enfoques para diseñar un controlador para este sistema es la técnica LQG combinada con 
Hqo. Esta técnica se presentó en [6] donde se diseña un controlador en lazo interno usando 
la técnica LQG. Este lazo interno introduce suficiente amortiguamiento a los modos flexibles 
y a la vez condiciones favorables para aplicar H^ . Al hacer esto se aumenta el orden del 
8 Esta característica es mas poderosa que la estabilidad en presencia de perturbaciones paramétricas. 
controlador, pero en el procedimiento se inicia con un modelo de cuarto orden y el controlador 
resultante estabiliza a un nuevo sistema de octavo orden. 
En la sección 3.4.1 se mostró que la función de transferencia del torque a la punta del robot 
flexible es dada por 
Ztip(a) 1 1 " 4>M4¡nl 0) 
r w + 2ínw„a + wJ) ^ J 
donde ? es el amortiguamiento modal. En la sección 3.4 se obtuvo un modelo9 de orden 
2(ne + 1). Claramente puede verse que si se selecciona una aproximación a un modo, se 
obtiene un sistema de cuarto orden y si se eligen 3 modos se tendrá uno de octavo orden. 
Al derivar un modelo dimensional finito lineal, se han considerado suposiciones 
restrictivas que usualmente no son aplicables para movimientos largos de los manipuladores, 
lo que ocasiona que se presente incertidumbre en el sistema. Otra característica de los sistemas 
ligeramente amortiguados es la presencia de polos y ceros muy cerca del e j q u e hace que 
el sistema sea mal-condicionado. Las matrices de estado de estos sistemas tfenen valores 
singulares muy alejados entre si, lo que provoca dificultades computacionales en el diseño 
del controlador. 
Este procedimiento busca solventar las dificultades numéricas y la incertidumbre del 
modelo lineal. El controlador LQG en el lazo interno proporciona amortiguamiento flexural 
y el controlador H<x> en el lazo externo proporciona la estabilidad robusta. 
Para eliminar el error de estado estable a una función paso, se incluye una retroalimentación 
de ganancia constante. 
El siguiente esquema muestra la configuración en lazo cerrado del sistema con el 
controlador LQG, H ^ y la ganancia de retroalimentación KF-
El doble integrador en el origen, la fase no-mínima y los modos flexibles ligeramente 
amortiguados hacen al sistema lineal del robot flexible mal-condicionado numéricamente. 
La aplicación del controlador H ^ por si solo no es posible debido a la presencia de polos en 
el eje imaginario. 
9 Existen algunas otras técnicas de reducción, se tiene la reducción de modelo Hankel (desarrollada por Glover) y la del modelo 
estocástico balanceado de Green y Safonov [ 2 8 ] . La primera tiene la desventaja de que el modelo reducido es de fase no-minima, no 
propio e inestable. Mientras que el modelo original tiene ceros en el semiplano derecho lejos del eje jtu, el modelo reducido tiene los ceros 
del semiplano derecho muy cerca del eje jw. Esto deteriora el desempefk> en el dominio del tiempo del sistema en lazo cenado. En la 
segunda técnica, se requiere que la matriz D sea de tank completo y además es aplicable para plantas estables (el modelo del robot es de 
fase no-mínima). 
Figura 4.2 Configuración en lazo cerrado. ^ 
El algoritmo LQG permite la estabilización del sistema obteniendo ciertosxfequisitos de 
desempeño usando retroalimentación de salida. Esto tiene dos propósitos, estabilizar al 
sistema y volverlo bien-condicionado numéricamente. El controlador LQG se diseña para 
minimizar el siguiente índice de desempeño 
oo 
J = J [ ( z Q z + uRu)] 
o 
donde el modelo en espacio de estado está dado por 
x = Ax -f Bu + w 
y — Cx + v z = Cx 
donde w y v denotan procesos de ruido blanco. 
La respuesta en frecuencia del sistema con tres modos en lazo abierto se muestra en la 
figura 4.3. Los valores de w, v, Q, R se obtienen mediante prueba y error, empezando con 
matrices de covariancia arbitrarias. Los pesos de Q y R tienen el valor de 
Q = 0.25 R = 3000 
y las covarianzas del ruido del proceso y de la medición están dadas por 
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Figura 4.3. Respuesta del sistema en Lazo abierto con tres modos. ^ 
A partir de esta información, la función de transferencia del controlador LQG está dada 
por 
3.5s3 + 2.3 s2 + 502.94s + 25.4746 
L Q G ~ 8*- + 54.4s3 + 519.65s2 + 4934.559« + 4937.7 
La respuesta a la función paso se muestra en la figura 4.4. De esta figura se puede observar 
que la respuesta es lenta y que el sistema en lazo cerrado muestra un comportamiento de estado 
estable. Pero el sistema obtenido ya es numéricamente condicionado para la aplicación de 
síntesis de control robusto. Además, agregando una compensación en la retroalimentación se 
puede llevar a cero el error de estado estable que se presenta a la señal de entrada paso. 
La columna vertebral del teorema de pequeñas ganancias es la síntesis de H00 [28] . 
Aplicando este teorema, si Tzw representa una matriz de una función de transferencia estable 
de las señales exógenas (w) a las variables controladas (z) y A es cualquier perturbación 
estable10, entonces una condición suficiente para estabilidad del sistema en lazo cerrado es 
||A||00<1 
donde || (•) II«» denota la norma infinito y está definida por las matrices función de transferencia 
Aplicando el criterio de Nyquist no habrá rodeos del punto - 1 + ¿0. 
G que son analíticas en el semiplano abierto derecho como 
\\G\L = s u p ( irm a x(G(jw)J) w 
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Figura 4.4 Respuesta con retroal¡mentación LQG. 
Como el objetivo en este caso es la atenuación de perturbaciones y la robustez, el 
controlador está diseñado de modo que minimice la norma de una combinación de la funciones 
de transferencia de sensitividad y sensitividad complementaria, cada una de las cuales es 
ponderada por un peso determinado. Entonces definiendo la función de transferencia de lazo 
interno como 
/-» _ GKLQG 
1 ~ 1 + GKLQG 
Resulta que las funciones de transferencia de sensitividad y sensitividad complementaria 
están dadas por 
1 — G\Kqo 
iSrtíiír " " T i n i * ~ 
Esta formulación tiene la forma de un modelo con incertidumbre multiplicativa como se 
muestra en la figura 4.5. 
W3 * * 
K. 
•T W 
O l yw i 
< y 
Figura 4.5 Modelo con Incertidurobre 
Luego, la función de transferencia de a; a [zi: z¡] está dada por 
x 
rp _ ( yWtf + G i K t o ) - 1 
W3G1K00(I + G1K^)'1 ) 
iW^auz 
W3( l -sa u z) 
entonces, el objetivo es minimizar 
w zu II00 
Los pesos W\ y W3, deben reflejar las especificaciones de desempeño y garantizar las 
especificaciones de margen de estabilidad. Generalmente W\ es una función de transferencia 
pasa-bajo es un filtro pasa alto. Después de cálculos a prueba y error se encontró que una 
buena elección es dada por 
44.85s „ . I.I7 Wl = s+1 155+1 
El controlador Hoo se sintetizó con la ayuda de la rutina h inf del toolbox de Control 
Robusto de Matlab. Esta rutina fue modificada para que aceptara nuevos pesos para la 
búsqueda de un controlador con mejor desempeño. 
La modificación de esta rutina y los resultados obtenidos se muestran en el apéndice E. 
Los resultados experimentales se muestran en el capítulo 5. 
4.1.4 Controlador basado en Perturbaciones Singulares 
Un modelo perturbado singularmente de un sistema mecánico [39], es un modelo de espacio 
de estado en que las derivadas de algunos estados son multiplicados por un parámetro positivo 
pequeño e, esto es 
r x = f{t,x,z,e), xenn 
• \ £i = g(t,x,z,£), zeKm 
donde las funciones f y g son continuas y diferenciabas en sus argumentos. Si e 0, el 
sistema es de orden n + m. Pero si e = 0, la segunda ecuación de E se convierte en 
0 = g{t,x,z,0) (4.69) 
por lo que el modelo £ está en forma estándar si y solo si la ecuación 4.69 tiene k > 1 raíces 
reales, es decir 
z — hi(t,x), i — 1,2 
x 
esto implica que se tendrá un modelo bien definido de dimensión n que corresponde a cada 
raíz de 4.69. 
El sistema resultante consiste de 
£ f i = f(t, x, 2,0) ; n ecuaciones diferenciales ordinarias 
p \ 0 = ff(t, x, zy 0) ; m ecuaciones algebraicas 
en el cual, el orden del sistema se reduce den + m a n . 
En el control de los robot flexibles se tiene como objetivo el movimiento de la estructura 
a la posición deseada y al mismo tiempo estabilizar las vibraciones excitadas. Un método 
para lograrlo es la aplicación de la técnica de perturbaciones singulares, en el que se reduce 
el orden del sistema en una manera distinta a la técnica de truncamiento. Esta sección se basa 
en el trabajo realizado por Siciliano y Book en 1988 en [66]. 
En este método el sistema se separa en dos subsistemas. Uno se considera "subsistema 
lento", mientras que el otro se le considera "subsistema rápido". Las variables de estado 
"rápidas" son las fuerzas elásticas y sus derivadas en el tiempo. 
Los dos subsistemas identificados son: 
a) Un subsistema "lento" que es del mismo orden que del manipulador rígido. 
b) Un subsistema "rápido" en donde las variables de estado lentas juegan el rol de 
parámetros. 
Sea el modelo del robot flexible descrito por 
Mq + Dq + Kq = F 
donde las matrices M, D, y K, están definidas como en (3.42). Este sistema puede reescribirse 
como 
M(q,6) + / i (<?,<?) 
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donde M es la matriz de inercia, q = [ q 1 q-¿ • • • qn ] es el vector de variables de estado 
en la base. 6 es el vector de variables de deflexión, de orden m. f\ y h son los vectores que 
contienen las términos de fuerzas de gravitación, coriolis y centrífuga. g\, g2 son los vectores 
que representan la interacción entre las variables q y 8. K es la matriz diagonal de rigidez de 
la forma K = diag(ki km), u el vector de fuerza aplicada. 
Si se define 
H = M " 1 = # 1 1 
# 2 1 
# 1 2 
# 2 2 
X 
se puede reescribir (4.70) como 
q = -#11/1 - #12/2 - H n g i - #1202 - H12K6 + H n u 
'6 = -#21/1 - #22/2 - #2101 - #2202 - H22K6 + #2iU 
Este sistema se caracteriza por tener n + m coordenadas generalizadas. Donde n es el 
número de variables de la base y m es el número de modos usados para describir la deflexión. 
Para obtener un modelo de orden reducido, se obtiene un factor escalar común, por ejemplo 
la constante más pequeña del resorte. Sea = kk¿, i = 1,..., ra. 
Se pueden definir entonces las siguientes variables 
C = kKÓ 
K = diag{h C) 
Si se define \L = 1/fc, se obtiene el nuevo modelo 
q= -Hn{q,liQh{qA) - # 1 2 ( 9 , K ) h ( q , q ) - H u ( q , 
-Hu{q, K)92{q, Ú, /¿C, - # 1 2 ( 0 , K ) C + # n ( í > /*C)« 
-#22(9, K M q , q, mC, tú) - #22(9, K K + #21 fa K h 
que es un modelo de perturbaciones singulares para el robot flexible. 
Si se elije X\ = q, x2 = q, Z\ = C, z2 = C^ c o n £ — \fi*"> v e r t^^l » s e obtiene una 
representación de estado dada por 
(4.71) 
±i — X2 
i2 = -Hii(xue?zi)fi(zux2) - H12(x1,e2z1)Mxl,x2) - H11(x1,£2z1)g1(xux2,£2zli£z2) 
-H12{XI,e2z1)g2(xí)x2,e2z1,ez2) - H i 2 (x i ,¿¿z^z i + H u (a;j ,e 2 z 1 )u 
£Z\ = Z2 
ez2 = ~H2\{xu£2Zi)h(xl,X2) - H22{x1,£2Zi)f2{xux2) - H2l{x1,e2Zi)gí{xUX2,£2Z1,£Z2) 
-H22(xi,£2zi)g2{xux2,£2zi,£z2) - H22{xi,e2z)zi + H2i(x1,£2z1)u 
(4.72) 
Para obtener el subsistema lento , se aplica £ = 0, que corresponde a la dinámica del 
robot rígido. Para el subsistema rápido, se aplica la constante de tiempo r = í /e a (4.72). 
Para obtener el controlador, se hace una composición de los controles diseñados para ambos 
subsistemas, lento y rápido. 
U = U3 + Uf 
donde u3 es el control para el subsistema lento y u/ es el control para el rápido. Sea 
x = [ $ $ ]T. El control para el subsistema lento se obtuvo de un contról lineal como el 
desarrollado en [11], dado por 
= 7 Vd + h{9d - 9 ) + -
donde fcp, kv son seleccionadas para mantener la separación en la escala de tiempo entre los 
subsistemas lento y rápido, 7 es una constante dependiente de la matriz de Inercia. Los valores 
obtenidos fueron: kp = 1.5, kv = 0.56. 
Para el control del subsistema rápido se tiene 
Uf = k„fzi + kvf{x)z2 
Se utilizó la técnica de asignación de polos de sistemas lineales para obtener los valores de 
kpf, kof . Los valores obtenidos fueron kpf = —1.56, k„/ = 0.12 . 
La ley de control implementada en la experimentación está dada por: 
u = 0.42 [0d + O.56(0d - 0) + l.b{0d - 0)] - 1.56peí + 0.12peí 
donde pet y pet son las variables de la deflexión. 
Entre las ventajas de este método, se puede constatar la reducción del orden del modelo. 
Esto permite resolver el problema de sistemas que tienen menor número de entradas de control 
que el número de variables controlables. Hay minimización de los cálculos en línea, además, 
permite su extensión al caso multieslabones. 
4.1.5 Método de Perturbaciones Singulares Modificado 
El análisis de flexibilidad, usando perturbación singular, se basa en la suposición de que los 
modos del sistema pueden ser separados en dos grupos distintos: Los modos de frecuencia 
baja, denominados modos lentos y los modos de alta frecuencia, denominados modos rápidos. 
Tradicionalmente el parámetro de perturbación e, usado para el análisis de la flexibilidad, 
es el inverso de la rigidez del mecanismo flexible o la inversa de la rigidez ajustada por un 
factor dependiente de la masa. Esto da por resultado, que el sistema reducido sea el rígido. 
Como éste solo está alejado por medio de una perturbación del sistema completo, se puede 
manipular sólo flexibilidades pequeñas[68]. 
El punto de partida para el análisis de perturbaciones es el modelo dinámico 
Af (e ,¥ ) ' © " + * 
/Me,©,*, 
¿>2(9 ,0 ,* ,*) 
' 0 r 
+ KV — 0 
donde 0 son los ángulos de la junta y las * son las variables introducidas para modelar 
la flexibilidad. El término K * es una medida de flexibilidad. El 0 de la parte derecha 
de la ecuación denota que las fuerzas/torques no son aplicados directamente a las variables 
flexibles. 
Para llevar a cabo el método de perturbaciones singulares, la suposición que se hace es 
que las dinámicas del brazo pueden ser particionadas en dinámicas rápidas que son debidas 
a la flexibilidad y las dinámicas lentas que son debidas a los modos del cuerpo rígido. 
Para reforzar las dinámicas de alta frecuencia de la flexibilidad, la rigidez del manipulador 
necesita ser grande. Es por esto, que generalmente se utiliza como parámetro de perturbación 
el inverso de la rigidez. El sistema reducido es rígido (s = 0 ,K —*• oo). Valores 
pequeños en el parámetro de perturbación corresponden a sistemas que poseen "pequeña" 
flexibilidad, es decir, que el análisis presenta resultados útiles para los sistemas cercanos a 
ser rígidos. Inclusive es dudoso que la separación de variables se justifique particularmente 
en un movimiento de alta velocidad. La suposición es más cuestionable cuando se considera 
movimiento restringido del manipulador. Debido a esta restricción, cualquier movimiento de 
las "variables rígidas" tienen que ser descritas por el movimiento de las "variables flexibles" 
para mantener la restricción. Es por esto que la separación de frecuencias parece no cumplirse. 
Dado que lo que se requiere es modelar flexibilidades grandes en tareas restringidas 
del robot, Sudipto en [68] propone un enfoque alternativo del análisis de perturbaciones 
singulares para robots flexibles que son capaces de manejar una flexibilidad significante. 
Considere el sistema lineal, escalar, mecánico 
mx + ex + kx = f(t) 
El factor de amortiguamiento (o razón de amortiguamiento) del sistema es dado por 
2 y/km 
El valor de C es importante en la determinación de la respuesta transitoria del sistema. Si 
( = 1, el sistema es críticamente amortiguado, C > 1> e s sobreamortiguado y C > 1, es 
subamortiguado. Se asume que la respuesta transitoria de la barra flexible es la característica 
más importante en el análisis. Por esto, se debe conservar el valor de entonces el valor de 
c tiene la forma 
c — by/m 
donde 6 es una constante. En este sistema, si la masa del sistema tiende a cero, el sistema 
responde infinitamente rápido a cualquier entrada. Una forma de Elegir el parámetro de 
perturbación, es 
e2 = rrifi 
donde m/¿ es la masa de los subeslabones flexibles. Los eslabones no tienen que tener la 
misma masa, sin embargo, se hace la suposición de que la razón de amortiguamiento, se 
mantiene constante. 
4.1.6 Control Pasivo 
La noción de pasividad se ha venido utilizando para el análisis de estabilidad de entrada-salida 
de una clase general de sistemas no lineales interconectados ([77], [11]). Esto se ha motivado 
por el estudio de la disipación de energía en circuitos eléctricos. En forma general, se dice 
que un sistema pasivo no puede crear energía. 
Se ha demostrado que la función de transferencia entre la posición final y el torque de 
entrada no puede ser controlado por un controlador PD simple en lazo cerrado porque la 
función es de fase no mínima. Una condición necesaria mas no suficiente para que la función 
sea pasiva es que la función de transferencia sea de fase mínima. Una vez que la función de 
transferencia sea pasiva, el sistema puede ser estabilizado aplicando el siguiente teorema 
T E O R E M A 4.1 (Hdyasagar 1995) Suponga que en un sistema en lazo cerrado en cascada 
(Figura 4.6), el compensador es estrictamente pasivo con ganancia finita y que la planta es 
pasiva. Entonces el sistema en lazo cerrado es L2 estable. 
Figura 4.6. Sistema en Lazo Cerrado en cascada 
En estudios recientes [77], se ha demostrado que si el eslabón es lo suficientemente rígido, 
la función de transferencia de la punta con respecto al torque es pasiva. Esto permite, por el 
teorema de pasividad, diseñar un controlador estrictamente pasivo con ganancia finito. Con 
esto, se obtiene un sistema L2—<estable. Para poder diseñar el controlador pasivo, se establecen 
las siguientes definiciones: 
DEFINICION 4.1 El sistema y = F(u) es estrictamente pasivo si para todo t y para todo 
u(t), 
t t 
J y{r)u(r)dr >6 J u(r)2dr, 6 > 0 (4.73) 
El sistema es pasivo si 6 = 0, en la expresión (4.73). 
DEFINICION Al El conjunto L% es el conjunto de todos las junciones medibles f : 1Z+ TZ 
tal que 
i 
n/(í)i i2= i j \ m ? d t < oo 
DEFINICION 4 3 El sistema y = es L2 - estable si u € L2 implica que y € L2. Si 
! • = s u p í f % : u e L 2 , u ^ o \ < oo I I M I 2 J 
1 0 2 0 1 2 6 7 5 2 
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entonces la ganancia del sistema es 7. 
PROPOSICION 4.1 Una Junción de transferencia G{s) es estrictamente pasiva si y solo si 
Re[G(ju;)] > <5, and 8 > 0 Va; £ K. (4.74) 
La función de transferencia es pasiva si 8 = 0 en la expresión (4.74). 
El objetivo es entonces determinar una representación pasiva del robot flexible de modo 
que el teorema anterior se pueda utilizar. 
En la sección 3.4.1, se presentó la función de transferencia #3(5), la cual tiene como 
salida, la variable reflejada de la deflexión. Al seleccionar w*(l, t) como salida, la función 
de transferencia resultante es dada por 
3U rw {h + h ) e ^ (Ih + h) , (s'+wi) 
la cual es pasiva11. Se ha demostrado (Wrng y Vidyasagar, 1992) que esta característica se 
mantiene siempre y cuando N no sea muy grande y que Í2 = I h / h sea lo suficientemente 
pequeña12. Si se asume que TV es un número fijo, para el robot con un eslabón flexible se puede 
garantizar que íí permanezca pequeña haciendo suficientemente pequeña, pero cuando esto 
no es posible, la función de transferencia ya no es pasiva. 
Rossi en [60] propone una salida modificada, la cual se muestra en la figura 4.6 y es 
descrita por 
y(t) = lq(t)-kw*{l,t) 
donde A; es un factor entre 0 y 1. 
Se utiliza la variable k ya que eligiendo ésta en forma apropiada, se puede obtener una 
función de transferencia pasiva inclusive cuando se tiene un valor de inercia muy grande. 
La función de transferencia con esta nueva salida es dada por 
*W3pM ^ l , f ( ( l + m'n 2(0) - « 
T{s) (Ih + Ib)s + (JA + It) (a2 + A>2) 
1 1 Las funciones de transferencia 1 / s y + u>?) son pasivas por la proposición 4.1. Los coeficientes ¿ú(0) l2Wn(° ) - <t>n(!)\ son 
no-negativos por lo que se garantiza que la fünción de transferencia es pasiva. 
1 2 es la inercia del eje e /*> la del eslabón. 
Figura 4.7. Marco de referencia para la variable w'(x, t). 
el sistema será pasivo si la siguiente condición se cumple 
« i + m i 2 ( o ) - k ¿ n ( o ) M i ) ) > o 
si 2(0) - 4>'n(0)<f>n{l)) < 0, entonces 
0 c k < 
l<f>'n(0) - <¡>'n(l) 
Un compensador posible es de la forma 
donde e es una constante positiva pequeña cuya función es hacer que la ganancia del sistema 
sea finita. La ecuación anterior es estrictamente pasiva ya que 
Re ( + K A = > 0 , Vw € 
[ j u J + e J u>2 + e2 
Si la entrada es dada por e(t) = yref — y{t), entonces se tiene que 
sC{s) = s ( J ^ + K^J KKp + KvS 
ya que e es pequeña. Como el sistema es Z,2 - estable con respecto a y(í), esto implica que 
y(t) tenderá a yref(t)-No se puede asumir que y(t) tienda a yref(t), por lo que en general se 
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tendrá un error de estado estable. 
Los parámetros del compensador se calcularon por medio de la técnica de asignación de 
polos. En la implementación experimental están dados por Kp = 0.546, Kv = 0.966 y 
e = 0 . 0 0 1 . 
4.1.6.1 Diseño de un Control Pasivo sin Modificación de la Salida 
En la sección anterior se diseñó un controlador pasivo que modificaba la salida por medio de 
una variable k. En esta sección, se diseña en controlador pasivo mediante retroalimentación 
estática de estado, sin alterar la salida. Este controlador se propone en [32] . Esto tiene la 
finalidad de complementar el estudio de controles pasivos para el robot flexible en el eslabón. 
Considere un sistema dinámico descrito por ecuaciones de la forma 
_ f i = Ax + Bu 
T , i : \ y = Cx 
donde x e R n , « € R m , y G R m , A e R n X n , B e R n x m , C e R m ^ . 
Sea U el conjunto de todas las entradas admisibles, consiste de todas4as R m funciones 
continuas a pedazos definidas sobre R, u una función real definida sobre R m x R m 
denominada Supply Rate. 
Se asume que V u e U y i e R n , la salida 
y(t) = C<t>(t,x°,u) 
con x = <f>(t, x°, u) es tal que = y(<5)) satisface 
t 
J \u{6)\d6<oo V£ > 0 
o 
Para la implementación del controlador se presentan las siguientes definiciones y lemas: 
DEFINICION 4.4 El sistema con supply rate 
cj =< u,y >= yTu 
se dice ser pasivo si 3 una función C° no negativa V : R n —» R que satisface V(0) = 0, 
llamada la función storage, tal que Vu € U y x° € R n , t > 0 
t 
V(x)-V{x°)< [yT(6)u(6)dS 
L E M A 4.1 El sistema S i es pasivo si y solo si 3 una matriz simétrica definida positiva Q tal 
que 
AtQ + QA< O, QB = CT 
Además, la función 
V ( x ) = ~XtQX 
define una función storage cuadrática si y solo si satisface las desigualdades. 
D E F I N I C I O N 4.5 Suponga que CB es no singular. Entonces, el sistema lineal ^ es 
1.-Fase mínima: Si z = 0 es un equilibrio asintóticamente estable de z — 6xz 
2.- Fase mínima débil: Si existe una función cuadrática W*(z) = \zTWz> con 
W = WT >0, tal que 
B\W + W$x < 0 (4.75) 
Para el diseño del control, se utiliza la aproximación dada porx(3.51), con dos modos. 
Típicamente, la variable de salida, a controlar, es el movimiento neto de punta del eslabón, 
esto es 
yi = L$ + u;(l,t) 
Sin embargo, el grado relativo es 2 y las correspondientes dinámicas cero son inestables. Por 
otro lado, si se toma como salida, la velocidad de la posición reflejada de la punta, es decir 
el grado relativo es 1 y las correspondientes dinámicas cero son estables. Se puede aplicar 
entonces, el siguiente teorema de pasividad. 
T E O R E M A 4.2 Suponga el sistema lineal Si con rank{B} = ra. Entonces el sistema 
Sj es equivalente por retroalimentación a un sistema pasivo lineal con función storage 
V(x) = |xTQx que es positiva definida, si y solo si CB es no singular y el sistema es 
de fase mínima débil. 
Al elegir la salida reflejada, como la variable a controlar, se tiene primeramente que CB 
es no singular. Como el sistema es de grado relativol es posible hacer el mapeo[35] 
i] = Tx 
donde T es una matriz constante. Se puede entonces implementar la ley de control 
u = (CB)-1[-{317)-(32y + v] 
donde v es la nueva entrada y , ¡32 son matrices constantes de dimensiones apropiadas, que 
se obtuvieron en el cambio de coordenadas. Con este control, el sistema Si toma la forma 
rj = M + 02y + TB{CB)~lv, y = v 
Si se hace el cambio adicional de variable 
z^tl-TBiCB)'^ 
El sistema £1, se convierte 
z = &iz + yy, y = v 
donde 7 = exTB(CB)-1 + 62. 
La transformación al utilizar dos modos, es dada por 
T = 
0 0 0 0 0 1 
0 0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 0 
0.56 0 1 0 0 0 
1.324 1 0 0 0 0 
\ 
\ 
7 = co/(—0.2235, -0.5468,0.3456,0,0) 
0i = 
0 0 0 1 -0.3456 
0 0 0 0 0.4996 
0 0 0 0 0.4965 
-320.18 443.23 0 0 0 
2.56 -5.89 0 0 0 
Con esto, con W = I, se cumple la desigualdad dada por 4.75. 
En las coordenadas originales, el controlador tiene la forma 
u = Fx + dw 
donde 
F = [ 0 0 0 -0.01722 -42.3503 10.9871 ] 
t 
d = 0.0056, w = 60 [e + 1 0 / e{6)d6], e = y-yr 
o 
y yr es la salida de referencia. Los resultados del capítulo 5, en los que se refleja el 
comportamiento de este controlador, muestran que, a pesar de necesitar un menor torque, 
requiere de más tiempo que los controladores LQR y PS para suprimir la deflexión. 
4.2 Controladores Basados en el Modelo Infinito 
En esta sección, se presenta el diseño de tres controladores que se derivan directamente del 
modelo original. El primero fue propuesto por "Yuan en 1995. El segundo por Shifman en 
1990. Y el tercero es propuesto en este trabajo de investigación. 
El controlador de "fiian requiere sólo la medición de las variables en la articulación. Es 
un ejemplo de la obtención de un controlador Proporcional-Derivativo en la articulación, sin 
linealizar el modelo. Una de las ventajas es que en base a éste se pueden encontrar resultados 
satisfactorios aún cuando se manejen ángulos de gran tamaño. El control lineal aplicado 
por Cannon y Schmitz en 1984 y por Fukuda en 1985, utilizó un modelo lineal truncado 
para obtener uno de dimensión finita. Aunque sus resultados fueron satisfactorios, estos son 
válidos solo para el control del movimiento de ángulos pequeños. 
Shifman en [70] > utilizó una variable auxiliar para el desarrollo de su controlador. Está 
variable la obtuvo directamente del modelo y la aproxima por medio de un medidor de tensión 
(strain gage) colocado a lo largo del eslabón. Este controlador está4imitado por la necesidad 
de la medición de la variable auxiliar, el uso del strain gages está limitado por la temperatura, 
la longitud de la estructura y el acceso para llevar a cabo la calibración. Cuando se trata 
de ambientes no convencionales en los que se utilizan estructuras largas, como los robots 
flexibles para inspección de deshechos nucleares, el uso de un strain gage es impráctico. 
Generalmente, la medición de la posición de la punta y de las variables en la articulación 
son las únicas variables disponibles para el diseño del control del robot flexible, lo cual no es 
una tarea fácil. En este trabajo, se propone un controlador que utiliza sólo estas variables en 
su implementación. 
4.2.1 Controlador Proporcional-Derivativo en la articulación 
En esta sección se diseña un controlador Proporcional-Derivativo en la articulación (Joint 
PD), derivado directamente de ' Z R P E T , basándose en técnicas de Lyapunov. El objetivo del 
diseño de este controlador es el hacer uso directo del modelo original. 
Sea la siguiente función, una función candidata de Lyapunov, propuesta en [82]. 
V = Th + Ti + U + C{Tt + U) 4- (9 - 9d? (4.76) 
y a la vez una función de error con respecto a los estados deseados 0d. Donde 6¿ representa 
el ángulo deseado del eje, £ > — 1 y 7 > 0 son parámetros de diseño. Es claro que V > 0, 
V = O sólo si 9 = 0 y 6 = 9d. 
Obteniendo la derivada en el tiempo de V, y mediante cálculos directos resulta 
v = [T + C ( t - A ¿ ) + i ( 8 - e d ) ] e 
Se puede elegir la entrada de control (el torque) como 
donde fe > 0 es también un parámetro de diseño. 
Sustituyendo la entrada de control en (4.77), se obtiene 
V = ~ké2 
la cual es negativa semidefinida. Por lo tanto utilizando el Teorema de Estabilidad de 
Lyapunov, se puede decir que el robot alcanza el estado de equilibrio bajo la acción del control 
aplicado. Sustituyendo el control T in ZRFET, se tiene que la ecuación de lazo cerrado es dada 
por 
ihé + ke + 70 - (i + ¿)+7Qd x 
Es claro que {0 = 0¿,9 = 0} es el único estado de equilibrio del sistema en lazo cerrado. 
También puede observarse que la función V sólo se desvanece en el estado de equilibrio 
deseado, es decir, 9 no puede ser cero hasta que V = 0 se alcance. 
Sea 
el conjunto invariante. Invocando el teorema de La Salle de conjuntos invariantes, se 
obtiene estabilidad asintótica global del punto deseado. 
La ley de control dada por r , no requiere retroalimentación de las variables de deflexión. 
Esta característica hace a este controlador independiente del modelo utilizado. 
4.2.2 Controlador utilizando medición directa de un strain gage 
En esta sección, se diseña un controlador al cual se le ha denominado "Controlador SG". La 
razón de este nombre es que está basado en la medición de una variable auxiliar por medio 
de un medidor de tensión (strain gage)13. El método para el diseño de este controlador fue 
propuesto por Shifman [70] en 1991, por lo que esta sección está basada en los trabajos: ([69] 
,[70]). 
1 3 Considere un conductor de área transversal uniforme At y longitud L, compuesto de un materiaJ con resistividad p. La resistencia R 
(4.77) 
(4.78) 
El sistema en lazo cerrado con el controlador se muestra en la figura 4.8. 
x 
Figura 4 .8 . S is tema en Lazo Cerrado. 
Las trayectorias se definen como los caminos tomados por el eslabón[69] y están en 
función del espacio y del tiempo. La variable espacial indexa continuamente los puntos a 
través de la barra. La trayectoria a ser seguida se le denomina "trayectoria deseada", que se 
asume generada por un sistema idéntico al sistema actual de la barra (con un torque y unas 
condiciones iniciales diferentes). El problema es forzar el error entre esta trayectoria deseada 
y la actual a cero. Se asume que la trayectoria deseada es conocida. 
Considere la figura 2.1 del capítulo 2. El eslabón tiene densidad de masa uniforme, inercia 
seccional J, módulo de Young E y longitud l. Opera en un plano horizontal de modo que 
no hay efectos gravitacionales. Hay un actuador en un extremo de la barra con momento de 
inercia denotado por h. Se indexan los puntos de la barra por la variable espacial x, y la 
variable del tiempo con t. Esta posición es descrita por la ecuación 
y(x,t)^x9{t) + u{x,t) (4 .79) 
del conductor es dada por 
AT 
Si este conductor es sometido 
a compresión o a tensión, su resistencia cambiará debido a los cambios dimensionales (longitud y area 
transversal). La resistencia también cambiará debido a la propiedad de materiales denominada piezoresístencia, que indica la dependencia 
de la resistividad p en las tensiones mecánicas. 
Al sustituir esta ecuación en el sistema YRFE s e obtiene 
py + EIy"" = 0 
con las condiciones de frontera dadas por 
Ely | o = 0 
Ely" I í = 0 
Ely' 
Ely I o = -r + Ihe 
correspondiendo a la barra sujetada a la base y sin momento aplicado en el extremo libre. 
Si se consideran las siguientes definiciones de variables 
e = yd- y 
f = Td-T 
e = ed-e 
donde el superíndice d indica la variable deseada. Al sustituirlas en (4.79), se obtienen 
e = yd-x9(t)-uj(x,t) e = / - y 
Í" ' ¿ = í£) " (4-80) ,m »//,' ' ,s é = — xO(t) — Ü>(x>t) e = —u) (x,t) \ / \ ' / 
entonces, la segunda ecuación de YLRFE e n términos del error está dada por 
_ _ ni/ 
Ele +pe = 0 (4.81) 
con las condiciones de frontera 
Ele |0= 0 Ele |,= 0 Ele" |,= 0 Ele" |0= -T + Ih9 
Al integrar dos veces la segunda ecuación de (4.81) con respecto a x,, primero de x a l, y 






 P 1 1 + I h & 
l l 
de la cual puede notarse que, p f f é(x0)dx0dxi + h 9 puede controlarse debido a que el 
a x-¡ 
torque afecta directamente la segunda derivada. Para ser más explícitos en esta observación, 
sea 
X : = p j J e{x0)dx0dxl + Ih0 (4.82) 
o n 
entonces resulta que 
F = — C\X — c0X = X 
con las Ci constantes, que se pueden seleccionar adecuadamente. De este modo, el sistema en 
lazo cerrado tiene la forma 
X + ciX + c0X = 0 
donde el comportamiento de las X se determina mediante la elección de las c¿s. 
Como X representa todo el movimiento del error de la barra, se diseña una ley de control 
para e. Esta ley está dada por 
\ 
f = CiqX + Cu 0 +C00X + CQ\0 \ 
donde las c¿j > 0 son constantes. 
Encontrando una relación entre las c¿¿ > este controlador puede reescribirse como 
f = -CO{X + c20) -CI{X + c2 9) 
donde el valor de la variable X se puede medir mediante el uso de un medidor de tensión 
(strain gage). 
Los siguientes teoremas, que se encuentran en [70], prueban la estabilidad asintótica y la 
uniformidad exponencial respectivamente, del sistema (4.81) en lazo cerrado. 
T E O R E M A 4 3 El sistema en lazo cerrado descrito por (4.81), es asintóticamente estable 
sujeto a condiciones iniciales suaves con sus derivadas de cuarto orden continuas a pedazos. 
Prueba: \ é r [ 7 0 ] . 
T E O R E M A 4.4 El sistema en lazo cerrado descrito por (4.81), es uniformemente exponen-
cialmente estable cuando las condiciones iniciales son suficientemente suaves. 
Prueba: \ f e r [ 7 0 ] . 
Para el cálculo de la trayectoria, se hace la suposición de que yÍ(t) es un polinomio en 
el tiempo y por lo tanto existe una k > 0 tal que j^y* = 0. Como el torque se puede 
fijar a cualquier valor, la trayectoria requiere cumplir la ecuación diferencial 4.81 con sus 
condiciones de frontera y la trayectoria del efector final dada. 
La trayectoria seleccionada yd(t) dada yf(t) está dada por 
yí{t) = c0 + c1t + c2t2 
entonces 
du\ A) + cií + c2t2 y*(t) = x + f(x)g(t) 
donde 
. 2üC0 X 5 I) n 
f{z) = - j g j gf + ao + aix + a2x¿ + a3x\ g(t) = 1 
y las ai cumplen las condiciones de frontera siguientes 
/ ( Z , t ) = o 
III 
yd (i,í)=0 
^ « « c o + ciZ + c a i ^ í / í t O N 
Los parámetros c0 y c\ determinan como el tiempo promedio del comportamiento del 
eslabón, esto es de un sistema de segundo orden con X como la variable. El parámetro es 
visto como un término que absorbe parte de la energía vibracional. Es el que varía el torque 
para absorber esa parte de la energía vibracional. Para la medición de la variable auxiliar 
(ecuación 4.82) se puede utilizar un medidor de tensión continuo. 
Los valores de los parámetros utilizados en simulación, se muestran a continuación: 
Parámetro c0 C\ C2 
SO 15 .05 
4.2.3 Controlador utilizando una aproximación numérica del medidor 
de tensión 
El controlador propuesto por Shifman, presentado en la sección anterior, garantiza estabilidad 
del sistema en lazo cerrado, pero requiere la medición de la variable agregada dada por (4.82). 
Shifman propone el uso de un medidor de tensión continuo para el cálculo de esta variable. 
Otro método consiste en la colocación de pequeños eslabones flexibles en cascada a través 
de la estructura flexible, cada uno de ellos retroalimenta del anterior de datos referentes a la 
deflexión[49] ó diseñar un arreglo de medidores de tensión a través del eslabón y hacer la 
aproximación numéricamente. 
Cuando se trabaja en ambientes no convencionales, el diseño de un robot flexible se realiza 
tomando en cuenta las características del material. Por esta razón, las especificaciones del 
material se conocen y contienen una proyección del comportamiento de éste en el ambiente 
en el que va a trabajar. 
En esta sección, se presenta el diseño de un controlador que utiliza para su implementación 
las mediciones de las variables en la articulación y de la punta. Se le ha denominado 
"Controlador Strain Gage Aproximado (SGA)", ya que se requiere la aproximación numérica 
de una variable auxiliar. Este controlador tiene una forma similar al controlador de Shifman, 
pero en lugar de tomar la medición directa de strain gage continuo, lo hace mediante una 
aproximación numérica. 
Como muestra del método, se utilizará la aproximación numérica de un strain gage para 
un eslabón flexible. El esfuerzo y las tensión está relacionado a la deflexión t¿>(x) de la barra 
por 
x 
como y(x, t) = x9(t) + w(x, t), se tiene que el esfuerzo (strain) está dado por 
a n 
£Xx = zw —zy 




 ~ — " S í 
lx - l0 A 
y 2 es la distancia con respecto al eje neutral de la barra al punto de interés. 
Como 
y(x) = x6 + w(x) 
la ecuación de la variable auxiliar (4.82), está dada por 
donde p{x) = - \l2x + ix3 . 
(a)Antes de la deformación 
Aa 
L 
(b)Después de la deformación 
Figura 4.9. Medición del strain gage en un segmento. 
\ 
Escogiendo como el ancho del strain gage W(x) = 1 /p(x) y sabiendo que 
d A * { x ) = 
obtenemos 
i < 
£ J d &R(x) = J p(x)y" (x)dx 
Desarrollando la aproximación numérica de la integral del lado derecho de la ecuación 
anterior, se obtiene un valor para el intervalo de 0 a l. Hasta este punto, los errores que se 
presentan, son los errores de por parte del método numérico utilizado y por redondeo. Para 
mejorar esta aproximación, se utiliza la técnica de elementos finitos para dividir la barra en 
segmentos iguales, y en cada segmento aplicar la aproximación numérica. 
Uno de los datos que se requieren es el dato de la medición de la punta14. Aplicando 
la técnica de elementos finitos, en forma similar a la que se presentó en el capítulo 2, la 
aproximación numérica en cada segmento de tiempo, en tiempo real está dado por 
14 En el robot flexible experimenal, esta medición se realiza en tiempo real. 
Donde l0 se considera una cantidad constante igual a la longitud de la barra y la l es medida 
en tiempo real durante la trayectoria de la barra a la posición deseada. 
Al dividir la barra, tenemos que con 6 segmentos es mas que suficiente para aproximar 
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Figura 4.10. Error en aproximación según número de segmentos. 
Los valores de los parámetros en la implementación experimental, son los mismos que 
se utilizaron en la simulación del controlador de Shifman, la razón de esto es comprobar 
el comportamiento del robot con las variables auxiliares obtenidas de aproximaciones 
numéricas. Estos parámetros se muestran a continuación: 
Parámetro c0 Cl C2 
SO 15 .05 
4.3 Resumen 
En este capítulo se presentaron los controladores diseñados para la evaluación experimental. 
Cuatro de ellos se diseñaron basándose en el modelo lineal obtenido por análisis modal. Este 
modelo se truncó a 3 modos para su implementación. Un controlador se diseñó en base a 
la técnica de perturbaciones singulares. Esta técnica divide al modelo en dos subsistemas, 
donde como subsistema lento se considera la parte rígida y como subsistema rápido la parte 






las constantes elásticas. La principal ventaja de los controladores basados en modelos de 
dimensión finita es que se pueden aplicar las técnicas de control lineal existentes y diseñar 
compensadores para suprimir los efectos de los modo altos. Como la supresión de estos modos 
no es exacta, aun queda mucho camino por investigar para la aplicación de estas técnicas a 
estructuras flexibles. 
La segunda parte del capítulo se concentró en el diseño de controladores basados en un 
modelo infinito. Se Ies ha denominado así, ya que se derivan directamente del modelo original 
por lo que su principal ventaja es que conservan la estructura del modelo. El controlador de 
"Yuan, es un ejemplo de un controlador que requiere sólo las mediciones de las variables en 
la articulación. La diferencia de éste con el controlador PD basado en modelo finito es que 
es aplicable para movimientos de ángulos grandes del robot flexible. La forma que tiene el 
controlador de Shifman, lo hace factible para aplicación real ya que la variable auxiliar se 
puede obtener de diversas maneras. La forma mas directa es por medio de un strain gage 
continuo. El controlador que se propone en este trabajo, es un controlador que utiliza las 
mediciones de las variables en la articulación y de la punta, que sonlas que generalmente se 
tienen disponibles en el robot. Requiere también de una variable auxiliar por lo que se llevó a 
cabo una aproximación numérica y se aplicó la técnica de elementos finitos para su obtención. 




En este capítulo se presentan los resultados experimentales de los consoladores diseñados 
en el capítulo anterior. En forma inicial se presenta la descripción del equipo experimental 
en el cual se llevaron a cabo las pruebas y se muestran los modos obtenidos de los cálculos 
de las frecuencias. Finalmente se muestran las gráficas comparativas de los resultados en 
simulación con los resultados experimentales. 
5.1 Descripción del Equipo ^ 
El esquema de funcionamiento del robot experimental se muestra en la figura 5.1. Este consta 
de una barra ó eslabón flexible cuyo material es de aluminio, ésta está fija en uno de sus 
extremos a una base en la que se encuentra un motor de corriente directa. Este motor aplica el 
torque al eslabón para su movimiento. Montada sobre el motor se encuentra una cámara con 
resolución de 0.014 cm/pixel, la función de ésta es detectar la posición del led que se encuentra 
en el otro extremo de la eslabón, en la punta. Esta detección se realiza en tiempo real durante 
el movimiento del eslabón. Al momento de que la cámara detecta la posición del led, se 
determina la deflexión de la punta. Estos datos son retroalimentados a una computadora 486 
mediante una interface A/D (Análogo/Digital) y D/A (Digital Análogo). La función de la 
computadora PC 486 es la retroalimentación de datos y diseño del control, donde este control 
se implementa en lenguaje de programación C. 
El equipo experimental del robot flexible en el eslabón con un grado de libertad se muestra 
en la figura 5.2. 
El experimento consiste en realizar movimientos del robot flexible a ±n grados con 
respecto al origen (en este caso el centro, considerando ahí la referencia 0 grados). 
Los parámetros del sistema son: Inercia de Cámara 0.002Kgm2, Longitud del eslabón 
91.4cm, Altura del eslabón 2.54cm, Ancho del eslabón 0.3175cm, Masa del eslabón O.OQKg, 
Inercia del eslabón 0.Q042Kgm2, Rigidez Flexural 8KgmP/s2 , Densidad Lineal 0 .BKg/m. 
Un cuadro mas detallado de las especificaciones del robot experimental, suministrado por el 
distribuidor, se encuentra en el apéndice E. 
C amara 
Figura 5.1 .Esquema del Robot Flexible 
Figura 5.2. Robot Flexible Experimental 
5.2 Proceso de Calibración 
La salida de la cámara es una señal análoga que es proporcional a la deflexión de la fuente de 
luz relativa al eje central. La ganancia y el offset de la medición son ajustables a través de dos 
tomillos localizados en la cámara. La salida de la cámara se calibra para obtener la deflexión 
de la punta, para esto se requiere de un procedimiento para obtener la medición de la cámara 
en 13 puntos de deflexión equidistantes. 
El procedimiento de calibración es el siguiente: 
1.- Coloque un dispositivo para obtener la primera medición que es en el origen. 
2.- Corra el programa de calibración para imprimir el voltaje muestreado usando A/D. 
3.- Ajuste el offset hasta que la medición sea cero cuando la fuente esté en la posición del 
origen (cero). 
4.- Mueva ahora a la primera posición equidistante y ajuste la ganancia hasta que el voltaje 
sea de 1.5 volts. 
5.- Repita los pasos 4 y 5 hasta que las mediciones formen una línea recta como se muestra 
en la siguiente gráfica: 
Figura 5.3a. Curva de calibración típica de la posición de la punta vs. voltaje medido. 
5.3 Modos del Sistema 
Para propósitos de simulación y de implementación se utilizaron tres modos. Para su cálculo, 
se requiere la ecuación dada por (3.27). Esto nos da los valores de los valores de frecuencia. 
Se utilizó un algoritmo que se programó en Matlab para calcular estos valores. En la Figura 
(5.3b) se muestra en forma gráfica, como el algoritmo determina los valores que satisfacen la 
ecuación. 
Figura 5.3b. Modos del sistema 
La siguiente tabla muestra los modos calculados y los medidos experimentalmente en la 
estructura de robot flexible: 
Modo Frec. Cale. Frec.Med. 
1 2.11 1.9 
2 13.29 13.í 
3 37.21 33 
Para la obtención de 4>'i{0), se utiliza la siguiente ecuación 
=
 3 
% L\i Jh 
donde L = 01 y = 01/1. 
Tomando en consideración que de acuerdo a las especificaciones Ib — 0.0042, ¡h = 0.002, 
la ecuación anterior resulta 
_ 3 * 2.1 * Z3 
que corresponde a cada modo de frecuencia. Sustituyendo los valores de 01, que son los 
modos de frecuencia en la ecuación de solución modal dada por (3.37), se obtiene 
Modo Frecuencia m m 
1 1.9 0.4424 -0.3743 
2 13.29 0.000899 -0.6829 
3 37.21 0.0000409636 -0.5776 
5.4 Resultados de simulación y Experimentales 
Las siguientes gráficas muestran una comparación de los resultados de simulación (línea 
Continua) y experimentales (linea punteada) de los controladores diseñados. 
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Figura 5.4 Controlador PD. Deflexión. 
0 1 2 3 4 5 6 
Tiempo( Segundos) 
Figura 5.5. Controlador PD. Torque. 
El controlador PD, muestra un máximo torque de aproximadamente 1 Nm., pero su 
respuesta en la deflexión del eslabón es oscilatoria. Hasta después de 5 segundos, la 
deflexión es casi nula. Este controlador fue incluido como base de comparación para los 
otros consoladores. 
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Figura 5.6 Controlador LQR. Deflexión. 
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Figura 5.7. Controlador LQR. Torque. 
El controlador LQR presenta un máximo torque de aproximadamente 1 Nm., pero su 
respuesta en la deflexión del eslabón es amortiguada en un tiempo menor que el controlador 
PD. 
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Figura 5.9. Controlador PS. Torque. 
Este controlador PS presenta un máximo torque de aproximadamente 1.5 Nm., pero su 
respuesta en la deflexión del eslabón es amortiguada y en un tiempo menor que el controlador 
LQR. 
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Figura 5.11. Controlador LOG/H«,. Torque. 
El controlador LQG/Hoo presenta un máximo torque de aproximadamente 1 Nm., pero su 
respuesta en la deflexión del eslabón es amortiguada en un tiempo mayor que el controlador 
PS. 
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Figura 5.12. Controlador Pasivo. Deflexión. 
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Figura 5.13. Controlador Pasivo. Torque. 
El controlador Pasivo presenta un máximo torque de aproximadamente 0.5 Nm. y su 
respuesta en la deflexión del eslabón es amortiguada en un tiempo semejante al controlador 
PS. En comparación con la respuesta en deflexión del controlador PS, presenta una máxima 
deflexión de 0.075 contra 0.05 del controlador PS. 
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Figura 5.14. Controlador JPD. Deflexión. 
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Figura 5.15. Controlador JPD. Torque. 
El controlador JPD presenta un máximo torque de aproximadamente 1 Nm. y su respuesta 
en la deflexión del eslabón es amortiguada en un tiempo semejante al controlador PS. En 
comparación con la respuesta en deflexión del controlador PS, presenta una máxima deflexión 
de 0.35 contra 0.05 del controlador PS. 
Tiempo (Segundos) 
Figura 5.16. Consoladores SG y SGA. Deflexión 
Figura 5.17. Consoladores SG y SGA. Torque 
El controlador SG presenta un máximo torque de aproximadamente 0.5 Nm. y su respuesta 
en la deflexión del eslabón es amortiguada en un tiempo semejante al controlador SGA. El 
controlador SGA muestra un máximo torque de 1 Nm. En comparación con la respuesta 
en deflexión del controlador PS, muestra una máxima deflexión de 0.07 contra 0.05 del 
controlador PS, pero la oscilación que se presenta en el controlador SGA es menor. 
Conclusiones 
Esta investigación ha tratado de contribuir al análisis del diseño del control de robots flexibles, 
mediante el estudio de dos estrategias. La primera se centra en el diseño de controladores 
basados en modelos de dimensión finita. La segunda en el diseño de controladores 
basados en el modelo PDE, denominado modelo infinito. Como método para demostrar 
el comportamiento de todos estos controladores, se desarrollaron simulaciones. También se 
aplicaron los mismos controladores a un robot flexible experimental. 
En la primera estrategia, la reducción del orden del modelo PDE se obtuvo por 
truncamiento y por el método de perturbaciones singulares. Como ejemplo se diseñaron los 
controladores PD, el LQR, el PS, el LQG/Hoo y el Pasivo. Los resultados mostraron que: 
• El controlador PD, con sensor/control colocado, no es eficiente en la supresión de las 
oscilaciones del eslabón. 
• Los controladores LQR, PS y Pasivo, son una alternativa para cuando se tiene 
sensor/control no colocado. El mas eficiente de éstos fue el de perturbaciones singulares, que 
necesitó un menor tiempo para controlar la deflexión de la punta y presentó menor deflexión. 
• Las resultados cuando se utilizan las técnicas de LQG/Hqo muestran que la deflexión 
es amortiguada adecuadamente. Esta respuesta es similar a la observada por el controlador 
diseñado con técnicas de perturbaciones singulares. El torque requerido es mayor, pero esta 
desventaja puede anularse encontrando unos valores de peso mas adecuados. 
En la segunda estrategia, se diseñaron tres controladores. El primero se retroalimenta sólo 
de la medición de variables de la base. El segundo utiliza un strain gage para la medición de 
las variables del eslabón. El tercero se diseñó mediante una aproximación numérica de una 
variable auxiliar. Esta aproximación se basó en los datos de la posición de la punta. 
Los resultados mostraron que: 
• Estos controladores logran suprimir las oscilaciones en un tiempo semejante al de los 
controladores LQR, PS. 
• En el primer controlador, el torque fue mayor al de los otros dos controladores. 
• El segundo controlador requiere poco torque y su variable de salida es controlada en 
forma precisa. Sin embargo, el hecho de necesitar un strain gage en su eslabón, lo hace 
inutilizable en estructuras largas. 
• El tercer controlador es similar al segundo, aunque requiere de un torque mayor. Como 
se retroalimenta de la medición de la posición de la punta, tiende a ser un opción viable para 
el control de estructuras flexibles largas. 
El estudio del diseño de robots flexibles sigue en proceso. Las conclusiones emitidas son 
valiosas para un mejor entendimiento del campo y sirven como punto de partida para trabajos 
futuros. 
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DEFINICION 5.1 Una Función continua V : R n x E + —» R es localmente positiva definida 
si para algún e > 0 y una función continua estrictamente creciente a : R+ —• R, 
V(0,t) = 0 y V{x,t) > a(||x||) Vx E Be,Ví > 0. 
Una función positiva definida es localmente una función positiva con la condición adicional 
de que a(p) —* oo como p —» oo. 
DEFINICION 5.2 Una Función decreciente es una función continua V : R n x R + —» R si 
para algún e > 0 y alguna función estrictamente creciente ¡3 : R+ —» R, 
v f o t ^ / s f l M ) Vi e fít,v¿ > o 
T E O R E M A 5.1 (Teorema de Lyapunov para estabilidad). Considere una función no-negativa 
V(x, t), V : Rn x R+ —• R teniendo como derivada à~V a través de las trayectorias del 
sistema 
X = f(x,t) x(t0) = 0 xeRn 
entonces, 
1) Si V es positiva definida localmente y V < 0 localmente en x para todo 
í, entonces el origen del sistema es localmente estable en el sentido de Lyapunov. 
2) Si V" es localmente positiva definida y decreciente, y —V es localmente positiva definida, 
entonces el origen del sistema es uniformemente asintoticamente estable localmente. 
3) Si V es localmente positiva definida y decreciente, y —V es positiva definida, entonces el 
origen del sistema es globalmente uniformemente asintoticamente estable. 
A V se le denomina función de Lyapunov para el sistema. 
DEFINICION 5.3 (Principio de Invariancia de La Salle). Sea V(x), V : R " —» R una función 
positiva definida localmente tal que en un conjunto compacto üc = {a € Rn : V(x) < 
c}> V(x) Definiendo 
S = {x€Üc: V(x) = 0 
entonces, como t —* oo, la trayectoria s(t,xOit0) tiende al conjunto mas grande invariante 
en S. En particular si S contiene solamente al conjunto invariante x = 0, entonces 0 es 
asintoticamente estable. 
Apéndice B 
Coeficientes para una barra 






4>a = (pí)'[coshAaf - cosAa£) - &a(sinh Aa£ - sinAaf)] 
pu2J4 % 
ka = (sinhAa — sin Aa)/(cosh Xa + eos \ a ) 
Las frecuencias naturales son calculadas de la solución numérica de la ecuación trascendental 
1 + cos A0 cosh AQ — O 
Los modos "Shape" de la ecuación (3.57), satisfacen las condiciones de ortogonalidad 
L 
J <k(®)^(x)daí = 0 a 0 
También la ecuación (3.57), satisface la condición de normalización 
t i 
j <f>ldm = plj<f>ldi = 1 
o O 
En vibración libre, la fuerza y el torque en la barra en O son: 
o o 
m = $ > « * ? « 
a = l 
o o 
G(t) = Ma 
a=l 
donde pa y ha son los coeficientes de la estructura dados por 
Pa = J <¡>adm = plJ = 2(pl)ha/Aa 
o 
ha = fx<¡>adm = pl2jz(f>adz = 2(pl^/xl 
Apéndice C 
lèoria de Timoshenko 
Como complemento, se describe en esta tesis, la teoría desarrollada por Timoshenko. Esta 
teoría asume que la deformación de la barra solamente es debida al cortado y que el elemento 
vertical antes de la deformación permanece vertical después de la deformación y se mueve a 
una distancia u en la dirección transversal z. El campo de desplazamiento es entonces dado 
por 
ux = 0 
Uy = 0 
Uz = Ul{x, t) 
Los elementos tangenciales a la línea central de la barra están sometidos a una rotación ¡3(x, ¿), 
mostrada en la figura 2.3b, que claramente tiene un ángulo de corte ip. Las deformaciones 
correspondientes están dadas por sxz = ¿o/que en reposo tiene un valor e = 0. 
El esfuerzo consiste de sólo un componente rxz = Gu , donde G es el módulo de cortado. 
Con estos datos se puede continuar para derivar las ecuaciones de la barra sujeta puramente 
a la fuerza de cortado con un procedimiento similar al anterior. En los casos reales, se sabe 
que una componente significativa surge durante la deformación, por lo que se analizan los 
efectos combinados de las componentes por cortado y las componentes dadas en la teoría 
Euler-Bemoulli. 
Se asumen, entonces, los siguientes desplazamientos 
Ux = -zíp{x,t) = —z{u' ~ 0(x)} 
Uy = 0 
uz — u(x, t) 
La pendiente total de la deflexión de la barra, consiste de dos partes: Una debida al curveado 
denotada por ip(x) y la otra debida al corte denotada por /3(x). El desplazamiento axial de un 
punto a una distancia z de la línea central es debido solamente a la pendiente de curveado. 
El campo de desplazamiento es entonces dado por 
exx = -zi> 
Zxz = - tp) 
e = 0, en reposo 
Los esfuerzos están dados por 
T xx = ~EZ$ 
rxz ' k'G(u> - i>) 
r — 0, en reposo 
& 
tf x 
Figura 2.3a. Deflexión de la barra 
h / ^ 
i P' 
_dws 
" dx A üx = -2 
( Q ) Catado (Shesr) 
« • «b * WS 
, dwb Ib) cuvwda {Euler] 
Figura 2.3b. Curveado y Cortado 
La energía potencial es dada por 
t 
U = i J{EI{i¡¡)2 4- k'AG{J - i¡>)2}dx 
o 
La contribución de energía cinética del eslabón, está definida como 
i 
= i J\pAo2 + pli>2)dx 




Al aplicar el principio de Hamilton, se obtiene 
í2 r / i i -
6 1 U {EI{^)2 + k'AG{w' ~ ^ d x ~ \ J + P1*2)** ~ J <l"dx h l o 0 Q 
Mediante el cálculo de la variación de esta expresión, se obtienen las ecuaciones diferenciales 
del eslabón, descritas por 
~{k'AG(u;' - !{>)}' +PA¿ = q 
-Eliif- k'AG{uj' - ip) + pl'i) = 0 
k'AG{J - i¡>)Suj[o,i] = 0 
Eli//Su^ =K) 
dt = 0 
Apéndice D 
Medidor de Tensión Resistivo 
Uno de los dispositivos que se utilizan para la medición de posición en un eslabón, es el 
medidor de tensión, denominado Strain Gage. En esa sección se presenta un análisis medidor 
de tensión resistivo, el cual está basado en [23]. Considere un conductor de área transversal 
uniforme AT y longitud L, compuesto de un material con resistividad p. La resistencia R del 
conductor es dada por 
Si este conductor es sometido a compresión o tensión, su resistencia cambiará debido a los 
cambios dimensionales (longitud y area transversal). La resistencia también cambiará debido 
a la propiedad de materiales denominada piezoresistencia, que indica la dependencia de la 
resistividad p en las tensiones mecánicas. x 
Para encontrar como el cambio, denominado dR, en R depende de los parámetros básicos, se 
deriva la ecuación D. 1, lo que resulta 
Ar{pdL + Ldp) — pLdAr 
Ay 
Como el volumen es dado por V = ATL, al calcular su derivada se obtiene 
dR = ^ 1 (D.2) 
dV = AtdL + LdAT 
la cual es igual a 
dV = L{1 + €)At(1 - w)2 - ATL (D.3) 
donde e es la tensión unitaria y v es la razón de Poisson. Dado que e es pequeña, se puede 
hacer la siguiente aproximación 
(1 - eu)2 w 1 - 2ve 
aplicando la ecuación anterior, D.3 resulta 
dV = ATLe( 1 - 2v) = ATdL + LdAT 
y como € = entonces L 
dV = ATdL{ 1 - 2v) = ATdL + LdAT 
de donde 
—2vArdL = LdAr 
Al sustituir este resultado en D.2, se obtiene 
pArdL 4- LAdp + 2 vpATdL dR = 
y por lo tanto 
dR = pdL{ 1 + 2f) + Ld/> 
AJÍ 
Al dividir esta ecuación sobre D. 1, resulta 
dR d L _ , dp _ = t ( 1 + 2 „ ) + 7 
Por lo que el factor de medición, denominado Gage Factor, está dado por 
dR/R _ ^ 
dL/L 
Cambio en la resistencia debido al cambio de longitud 
-f 2v 
Cambio en la resistencia debido al cambio en el área 
. dP¡P 
dL/L 
Cambio en la resistencia debido al efecto piezoresistivo 
Entonces, si el factor de medición se conoce, la medición de dR/R, permite la medición de 
la tensión dL/L = e. Este es el principiode un medidor resistivo de tensión. 
El término también puede ser expresado como iriE, donde 7Ti es el coeficiente 
longitudinal piezoresistivo y E es el módulo de elasticidad. La propiedad del material tti 
puede ser positivo o negativo. La razón de Poisson está siempre entre 0 y 0.5 para todos los 
materiales. 
Apéndice E 
Especificaciones del Robot Experimental 




Motor and Encoder 
Flexible beam 
Amplifier Module 
A/D, D/A Board 
Protection 
EG&G Reticon Model 1911 KKN, 2048 pixel linear CCD. 
13 micrometer per pixel at image end. 
Resolution when light source is 1 metre away: 0.014cm. (.036in.) per p 
Eight bit PC bus Quanser Consulting board. 
Camera scan rate: 3.5 MHz. 
Led Position sampling rate: 1682Khz. 
Maximum encoder pulse frequency: 1.75Mhz. 
Encoder counters: 16 bit. 
Nikon 85mm Fl.4 
Direct drive PMT permanent magnet DC motor. 
Peak Torque: 13.4 Nài (118 Lb-in). Stall Torque:1.22 Nm (10.8 Lb-in) 
Continuous Stall Current: 7.52 Amps. Cogging Torque: ZERO. 
Torque Constant: 0.17Nm/Amp (1.5 Lb-in/Amp) 
Armature resistance: 0.73 Ohm. 
Encoder Resolution: 0.03 degrees per count 
Anodized aluminum. Width: 2.54cm. Thick: 0.3175 cm. Long: 91.4 en 
4 quadrant PWM current mode amplifier Gain: 2 Amps per volt. 
Output Current: 10 Amps. 20 Amps peak. Bandwidth: 500 Hz. 
Deadband: ZERO. Self Protected. 
Eight bit PC Bus Translation DT2811PGH board. 
8 differential bipolar input 12 bit A/D. 2 bipolar output 12 bit D/A 
Real time clock, 8 digital inputs, 8 digital outputs. 
Mechanical limit switches disable the amplifier. 
Current limiting built in amplifier. Compliant and latching hard stop. 
Apéndice F 
Programa para obtener el Controlador H ^ 
En este apéndice se muestra el listado del programa utilizado para obtener el controlador H< 
Al final se muestra el sistema que representa al controlador. % 
% Programa para obtener controlador H INFINITO 
% Modificado por Martha Aguilera. 





dispf « #1: Robot Flexible >> ' ) x 
disp(' ') 
d i spf ' ) 
dispf ') 
dispf ') 
dispf + /1 H-inf | /11 | Rob.|') 
dispf —>(X) 1 Cont-1 >| ZOH | >| | > ' ) 
dispf A- Ts:0.01 | roller| Ts:0.01 | | | fle.| |') 
dispf | sec sec p) 
dispf | |') 
dispf I I') 
dispf ') 
dispf 0 
dispf (Presione una tecla para Continuar ...)*) 
pause 
format long e 
ceros8 = [-30.6308+19.4495*i -30.6308-19.4495*1 29.9349+21.1595*i 29.9349-21.1595*i -
10.7968 11.1877]'; 
polos8 = [-0.9678+48.371 ó*i -0.9678-48.3716*i -.04323+21.611*1 -.04323-21.61 l*i -
.1772+11.811*Í -.1772-11.811*1 0 0]'; 
[num,den]=zp2tf(ceros8,polos8,l); 




dispC Lazo abierto del modelo del robot:') 
num 
den 
disp(' Polos de la planta en lazo abierto:') 
poleg = roots(den) 









dispC « Plano W » ' ) 
disp(' ') 
dispC ') 
dispC Añadir a la planta un Z.O.H y convertirlo al ') 
dispf ') 




disp(' [az,bz] = c2d(a,b,0.01); 
dispC ') 
[az,bz] = c2d(a,b,0.01); 
dispC [ag,bg,cg,dg] = bìlin(az,bz,c,d,-l,'Tustin\0.01);') 
disp(' ') 
[ag,bg,cg,dg] = bilin(az,bz,c,d,-1 ,'Tustin',0.01 ); 
disp('") 
disp(' ') 





disp(' — Calculando la Grafica de Bode de la planta en lazo abierto (en s & w) -
w = logspace(-3,5,100); 
svg = bode(a,b,c,d,l>w); svg = 20*logl0(svg); 
svw = bode(ag,bg,cg,dg,l,wj; svw = 20*logl0(svw); 
dispC ') 
dispC ') 
dispC ') ' x 
dispC ') 
dispf (Presione cualquier tecla para ver la GRAFICA.)') 
%pause 
semilogx(w,svg,w,sv\v) 
title(5SISO Robot Flexible en Lazo Abierto (in s & w domain)') 







%dispf <:< Especificaciones de Diseño >> ') 
%dispf ') 
%disp(' 1). Especif. de Robustez: ancho de banda - 30 r/s') 
%disp(' Pesos asociados:') 
%disp(' ') 
%disp(' -1 50') 




%disp(' 2). Performance Spec.: sensitivity reduction of at least 100:1') 
%disp(' up to approx. 1 r/s') 
%disp(' Associated Weighting:') 
%dispf ' ) 
%disp(' -1 -1 15s+l') 
%dispf Wl(s) = Gam * ') 
%dispC 10') 
%disp('') 
%dispf donde "Gam" es de rango 1 - > 1.5') 
nuw3i=[l 1] ;dnw3i=44.8*[l 0]; 
svw3i = bode(nuw3i,dnw3i,w); svw3i = 20*logl0(svw3i); 
nuwli =[1 1/15]; dnwli=l.l*[0 1/15]; 
svwli = bode(nuwli,dnwli,w); svwli = 20*logl0(svwli); 
disp(' ') 
dispC ') 




title('MIMO LSS Ejemplo de Diseño. Especificaciones de Diseño') 
xlabel('Frequency - Rad/Sec') 
ylabel('l/Wl & 1/W3 - db') 
text(0.005,-20,'Sensitivity Spec.- 1/Wl(s)') 




dispf « FORMULACION DEL PROBLEMA » ' ) 
disp(' ') 
disp(' Formar una planta aumentada P(s) con las dis funciones de pesos:') 
dispf ') 
dispf 1). W1 que penaliza la señal de error wew) 
d i fpe ' ) 
díípC 2). W3 que penaliza la salida de la planta 
düpC ') 
dtépC y encontrar un controlador estabilizador F(s) tal que la Hinf-norm') 
disp(' de TF Tylul es mínima y menor que uno, i.e.') 
disP('') 
disP(' min |TyIu l |< l , ' ) 




dispC Tylul = | Gam*Wl*(I + GF) | = | Gam * W1 * S |') 
dispC | -1| | W3 * (I - S) (') 









disp(' « PROCEDIMIENTO DE DISEÑO » ' ) 
dispC ') 
dispC * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
disp(' * [Step 1]. Realizar el aumento de la Planta (run AUGTF.M or *') 
dispC * AUGSS.M) **) 
disp(' * *') 
disp(' * [Step 2]. Balancear la planta aumentada para una mejor *') 
dispf * condicion numérica (run OBALREAL.M) *') 
dispf * *') 
dispf * [Step 3]. Realizar H-inf synthesis (run HINF.M) *') 
disp(' * *') 
dísp(' * [Step 4]. Hacer de nuevo 1 y 2 *') 
dispf * para una nueva "Gam" - > 1.5 y correr fflNF.M *') 
dispf * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *') 
dispf ') 
dispf ') 




dispf Introduzca el coeficiente de costo "Gam" - > 1 ') 
dispf ') 
dispf Este valor sirve de base para el diseño ....') 
dispf ') 
dispf >) 
dispf % Aumento de la planta del actua^r:') 
dispf [awl,bwl,cwl,dwl]=tf2ss(Gam*dnwli,nuwli); syswl=[awl bwl;cwl dwl];') 
dispf [aw3,bw3,cw3,dw3]=tf2ss(dnw3i,nuw3i); sysw3=[aw3,bw3;cw3 dw3];') 
dispf sysw2 = 0; sysg = [ag bg;cg dg]; dim = [8 1 0 1];') 
disp(' [A,B 1 ,B2,C 1 ,C2,D 11 ,D 12,D21 ,D22]~augss(sydosg,syswl,sy sw2,sy sw3,dim);') 
dispf ') 
Gam = inputf Introduzca coeficiente "Gam" = ' ) ; 
[awlsbwl,cwl,d\vl] = tf2ss(Gam*dnwli,nuwli); syswl = [awl bwl;cwl dwl]; 
[aw3sbw3,cw3,dw3] =tf2ss(dnw3i,nuw3i); sysw3 = [aw3,bw3;cw3 dw3]; 
sysw2 = sysg = [ag bg;cg dg]; dim = [8 1 0 1]; 
[A,Bl,B2,Cl,C2,Dll,D12,D2I,D22] = augss(sysg, syswl, sysw2,sysw3, dim); 
dispf ') 
dispf - - - El espacio de estado (A,B1,B2,C1,C2,D11,D12,D21,D22) esta listo para') 
dispf el problema de pequeña ganancia — ' ) 
dispf ') 
dispf . 
dispf Balanceando la planta para mejor condicion numérica ') 
dispf 
dispf ') 
dispf [aa,bb,cc,mm,tt] = obalreal(A,[Bl B2],[C1;C2]) % Balancing P(s)') 
disPC A = aa; B1 = bb(:,l); B2 = bb(:,2); C1 - cc(l:2,:); C2 = cc(3,:);') 
dispC ') 
[aa,bb,cc,mm,tt] = obalreal(A,[Bl B2],[C1;C2]); 
A = aa; B1 = bb(:,l); B2 = bb(:,2); CI = cc(l:2,:); C2 = cc(3,:); 
dispC ') 
dispC ') 






disp(' hinf % Corriendo script file HINF.M') 




disp(' (Presione cualquier tecla para Continuar..)') 
pause 
pltopt % Preparing singular values for plotting 
svwlil = svwli; hsvsl = svs; hsvtl = svt; hsvttl = svtt; 
disp(' ') 
disp(' ') 






%disp(' After a few iterations, we found a new Gam of 1.5 can push the') 
disp(' ') 
%disp(' H-inf cost function close to its limit. ') 
disp(' ') 
dispC ') 
disp(' Introduzca "Gam" - > 1.5, y corra HINF de nuevo ') 
d i sp f ' ) 
d i sp f ' ) 
dispf (Presione cualquier tecla para Continuar...)') 
%pause 
~ input(' Introduzca coeficiente de costo "Gam" = ' ) ; 
[awl,bwl,cwl,dwl] = tf2ss(Gam*dnwli,nuwli); syswl = [awl bwl;cwl dwl]; 
[A,B1,B2,C1,C2,D11,D12,D21,D22] = augss(sysg,syswl,sysw2,sysw3,dim); 
[aa,bb,cc^nm,tt] = obalreal(A,[Bl B2],[C1;C2]); 
A = aa; B1 = bb(:,l); B2 = bb(:,2); Cl = cc(l:2,:); C2 = cc(3,:); 
dispf 
dispf ') 
dispf (Presione cualquier tecla para Continuar...)') 
pause 
hinf 
d i sp f ' ) X 
dispf ') 
dispf (Presione cualquier tecla para Continuar...)') 
pause 
pltopt 
svwli2 = svwli; hsvs2 = svs; hsvt2 = svt; hsvtt2 = svtt; 
dispf ') 
dispf ') 
dispf (Presione una tecla para ver las graficas de comparación...)') 
pause 
semilogx(w,svwl i 1 ,w,hsvs 1, w,svwl i2, w,hsvs2) 
titlef H-inf W-Plane Actuator Design - 1/W1 & Sensitivity Func.') 
xlabelf Frequency - Rad/Sec') 
ylabelf SV - db') 
grid 
text(0.002,10,'H-inf (Gam = 1) —> H-inf (Gam = 1.5)*) 
pause 
semüogx(w,svw3i,w,hsvtl ,w,hsvt2) 
titlef H-inf W-Plane Actuator Design - 1/W3 & Comp. Sens. Func.') 
xlabelf Frequency - Rad/Sec') 
ylabel('SV - db') 
grid 
text(0.002,-30,'H-inf (Gam = 1) —> H-inf (Gam = 1.5)') 
pause 
semilogx(w,hsvttl ,w,hsvtt2) 
titlefH-inf W-Plane Actuator Design - Cost function Tylul') 
xlabel('Frequency - Rad/Sec') 
ylabelfSV - db') 
grid 





dispC « H-inf Controller (Gam = 1.5) » ' ) 
dispC ') 
disp(' Polos del Controlador :') 
polecp = eig(acp) 
disp(' ') 




dispC Espacio de Estado para el controlador H-inf FINAL:') 
dispC ') 
acp 













dispf Polos en lazo cerrado TF matrix Ty luí: ' ) 
poletyu = eig(acl) 
dispf (Presione cualquier tecla para Continuar..)') 
pause 
% 
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ANALISIS COMPARATIVO DE DIFERENTES CONTROLES APLICADOS A UN 
ROBOT FLEXIBLE EN EL ESLABON 
Martha I. Aguilera Hernández. 
Instituto Tecnológico de Nvo. Laredo 
Doctorado en Ingeniería Eléctrica 
FIME, Universidad Autónoma de Nvo. León 
Apdo. Postal 137-F 
E-mail :ad9179 ll@gama.fime.uanl.mx 
San Nicolás de los Garza N.L. 66451 
MEXICO 
Abstracto: Tres tipos de control son aplicados a un robot flexible en el eslabón, para 
comparar su comportamiento y versatilidad. Los resultados obtenidos se muestran en forma 
gráfica y se analizan las diferentes posibilidades de cada controlador. 
I. INTRODUCCION 
En la actualidad, los robots flexibles tienen una gran importancia dentro del ámbito de la 
robótica. Como ejemplos, podemós mencionar los brazos largos que se requieren para 
accesar lugares hostiles como sitios nucleares, espacio, sitios con sustancias químicas, y en 
en el área industrial como robots deseñados con materiales ligeros apropiados para el 
manejo de herramientas y ensamble, etc. 
Recientemente, la aparición de nuevos materiales y el diseño de estructuras robóticas más 
ligeras y/o largas, ha dado lugar al desarrollo de estrategias de control que minimicen los 
fenómenos elásticos inclusive en la presencia de perturbaciones. 
Con el fin de resolver los problemas de control asociados a estas estructuras, se tienen 
disponibles diferentes metodologías para diseñar leyes de control, en base a: Modelo de 
parámetros distribuidos de brazos flexibles (Tarn, Bejcky,1988), Modelo discreto en tiempo 
y en el espacio (Rattan,Feliu,1992) y un Modelo discreto en el espacio y continuo en el 
tiempo. Dentro de este último podemos encontrar el análisis Modal (Siciliano, 
W.J.Book,1988) y el esquema de elemento finito (Chedmail,Michel,1992). 
En este artículo, se deriva un modelo matemático de un robot flexible en el eslabón de un 
grado de libertad, que considera los parámetros físicos del sistema. Se utiliza la teoría 
Euler-Bernoulli de la barra. Partiendo de un modelo discreto en el espacio y continuo en el 
tiempo, mediante la técnica de análisis modal, se obtiene un modelo dimensional finito para 
propósitos de simulación y diseño del control. 
Asimismo se muestra un estudio comparativo de estrategias de control, las cuales son 
aplicadas al robot flexible. Se consideran tres tipos de controladores: el Proporcional-
Derivativo (PD), el Linear Quadratic Regulator (LQR) y el de Perturbaciones Singulares 
(PS). Los tres fueron aplicados al equipo de Robot flexible que consiste de una barra de 
aluminio fija en uno de sus extremos a un motor de CD. Montada sobre el motor se 
encuentra una cámara con resolución de .014 cm/pixel. En el otro extremo de la barra, en la 
punta, se encuentra un led. La cámara detecta la posición del led y de esta manera se 
determina la deflexión del elemento terminal. Una interfase entre el equipo del robot y una 
computadora PC es utilizada para la retroalimentación de datos y control. El modelo y el 
control es implementado en lenguaje de programación C. Los resultados experimentales 
obtenidos se muestran en forma gráfica. 
El artículo está organizado de las siguiente manera: La sección I da al introducción. En la 
sección n, se muestra la derivación del modelo matemático del robot flexible. En la sección 
m, se muestra el controlador PD, el controlador LQR y el controlador de Perturbaciones 
Singulares. Finalmente, se muestran las conclusiones del artículo. 
H.- MODELO MATEMATICO MODELADO DE UN BRAZO FLEXIBLE EN EL 
ESLABON 
Para el modelado,se utilizó las ecuaciones de Euler-Bernoulli para una barra. Los términos 
de segundo y alto grado en las variables de deformación son despreciables. Las hipótesis en 
las que se basa son: hl) El brazo es una barra con características geométricas uniformes y 
una distribución de masa uniforme, h2) El brazo es flexible en la dirección lateral, solo las 
deformaciones elásticas están presentes. h3) Las deformaciones no lineales así como la 
fricción interna u otras perturbaciones externas son efectos despreciables. Los parámetos de 
interés son: La densidad lineal (/?), Flexural rigidity (El) y la Longitud del brazo(/). 
La posición absoluta de un punto a lo largo de la barra (fig. 2) está descrita por: 
Px =xcos0, -ú)(x,t)sen&, 
Py =xsen6\ + fl>(x,f)cos0, 
donde (D(x,t) es la deflexión de la barra con respecto al eje neutral. 
Además, dado que la barra está sujeta a la base, se tienen las siguientes condiciones 
geométricas de frontera ©(0,0 = a ' (0 ,0 = 0. 
La energía cinética está dada por: T= Tk+T¡. Del eje: Th = ^ IhO{t) y del brazo 
» 
Fig. 2. Marco de referencia 
Muuuy 
Fig. 1 : Robot Flexible Experimental 
donde: k=Matriz de rigidez (nexne), D= amortiguamiento estructural del eslabón, (puede 
ser calculado en base a la matriz de rigidez o experimentalmente) 
CONTROLADORES 
Controlador PD 
Se utiliza la ley de control r = kp {0¿ - 0) + kv{8d - 0). En los resultados experimentales, 
podemos observar severas oscilaciones cuando el robot se posiciona en el punto deseado. 
Una extensión de este controlador a un robot de dos eslabones flexibles, puede hacerse 
únicamente considerando eslabones independientes. 
Controlador LQR 
El torque está definido por t = -kv(0-0d)-kp(0-0d), donde kv,kp son matrices de 
ganancia obtenidas por el método LQR. Este método asegura márgenes de ganancia y de 
fase adecuados. La ventaja de este controlador con respecto al PD es que permanece 
insensible a perturbaciones extemas. Para una extensión a un robot flexible de dos 
eslabones, el modelo linealizado, depende de la configuración del robot. 
Controlador PS 
Este método separa al sistema en dos subsistemas denominados sistema "lento" y sistema 
"Tapido". Se reescribe el sistema como 
= F(xí,x2,u,tie) 
&z ' G(x^x2,u,t,£) 
donde x} es la variable lenta y x2 es la variable rápida. 
~0 
donde 6e es medida en el proceso. 
El torque viene dado por x = 5254(0d - ky{0-0d))+M6D+.\Z24D--322WB-2U4ÓB 
La principal ventaja de este método es que minimiza los cálculos en línea y permite su 




z = k0 
Consiste en realizar movimientos del robot flexible(fig. 1) a ±n grados con respecto al 
origen (en este caso el centro, considerando ahí la referencia 0 grados). Es decir, la 
estructura recorre en total 2 ti grados. En las gráficas mostradas se utilizó n = 20 .Esto ha 
permitido calcular también repetibilidad y exactitud. Donde estos últimos son parámetros 
de interés en el estado presente de la investigación. 
PARAMETROS DEL SISTEMA 
Inercia de Cámara (Incluyendo Inercia del Motor) .002 Kgm^ 
Longitud del eslabón 91.4 cm 
Altura del eslabón 2.54 cm 
Ancho del eslabón .3175cm 
Masa del eslabón .06 Kg 
Inercia del cuerpo rígido del eslabón .0042 Kgm^ 
RESULTADOS EXPERIMENTALES 
DÊFLEXJON-COWTROIAOOR PD DEFLEMON-CONTROLA0OR LQR 
DE FLEMON-CONTROLADOR PS 
CONCLUSIONES 
En el estado presente, se han analizado 3 controladores, de los cuales el que ha mostrado 
mejor comportamiento es el de perturbaciones singulares. Se pretende obtener un estudio 
completo de 2 controladores mas, que son, el de Modos Deslizantes e implementación de 
Control Adaptivo. Además de obtener un modelo del robot flexible sin hacer una 
aproximación finita. 
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RESUMEN: En este articulo se presenta el 
diseño y experimentado» de controladores para 
un robot flexible en el eslabón de un grado de 
libertad. Se utiliza la técnica de análisis moda/ 
pata obtener un modelo dimensional finito que 
nos permite realizar simulación v diseño del 
control Un análisis del comportamiento de los 
controladores es mostrado y ¡os resultados 
obtenidos se muestran en forma gráfica. 
I. INTRODUCCION 
En los últimos años se han desarrollado nuevos 
materiales con la finalidad de obtener incremento 
de rigídez(inflexibilidad), dureza, fuerza 
(resistencia a impactos), estabilidad dimensional, 
resistencia a la corrosión; reducción de deflexión 
debido a lo tempera!urn, permeabilidad a gnses y 
líquidos, absorción de agua, costos y energía; 
modificación de propiedades eléctricas, etc. 
Estos nuevos materiales han surgido debido al 
desarrollo de aplicaciones especiales en la industria 
en general y en el espacio donde se presenta la 
necesidad de estructuras más ligeras, largas o 
resistentes en ambientes no convencionales. Como 
ejemplos, podemos mencionar los brazos largos 
que se requieren para accesar lugares hostiles 
como sitios nucleares, espacio, sitios con 
sustancias químicas, y en en el area industrial 
como robots diseñados con materiales ligeros 
apropiados para el manejo de herramientas y 
ensamble, pintado, soldado, etc La necesidad de 
controlar estas estructuras en estos ambienies se 
ha presentado como una función inherente en el 
desarrollo de las diferentes aplicaciones 
Se sabe que si una estructura flexible es controlada 
colocando un sensor exactamente en el actuador 
que va a controlar, entonces se obtiene una 
operación estable. En forma contraria, si se tiene 
en uno de los extremos de la estructura el actuador 
y en el otro extremo el sensor, el problema de 
obtener estabilidad se complica (9.10], 
Varios éstudios con respecto al control de estas 
estructuras se han realizado y experimentado 
(Cannon & Schmitz. 1984. Qian & Ma.1992) El 
enfoque es aplicar torque de control a un extremo 
del robot. Este control se basa en un sensor fijo en 
el otro extremo (en la punta). Pero una tecnología 
para utilizar sensores y actuadores en los extremos 
no se ha desarrollado en su totalidad Los robots 
industriales requerirán de este Tipo de control, 
debido a In necesidad de ser mrts ligcms pnm 
obtener una respuesta rápida con poca energía y 
una gran precisión en la posición del elemento 
terminal. 
Para contribuir experimentalmente en el desarrollo 
de esta tecnología, el presente articulo muestra el 
diseño de controladores para un robot con 
flexibilidad en el eslabón de un grado de libertad 
(RFE). Se tienen disponibles diferentes 
metodologías para diseñar leyes de control, en 
base a: Modelo de parámetros distribuidos de 
brazos flexibles (Tarn. Bejcky,l9S81, Modelo 
discreto en tiempo y en el espacio 
(Rattan.Feliu.l992) y un Modelo discreto en el 
espacio y continuo en el tiempo Dentro de este 
último podemos encontrar el análisis Modal 
(Siciliano. W J Book,l<>8&) y el esquema de 
elemento finito (Chedmail. Michel. 1992) 
En este articulo, se deriva un modelo matemático 
para el RFE que considera los parámetros tísicos 
Instituto Tecnológico de Chihuahua (O.E.P.D ElF.rTqn'qfi 
de) sistema Se utiliza la teoría Euler-Bernoulli de 
la barra Partiendo de un modelo discreto en el 
espacio y continuo en el tiempo, mediante la 
técnica de análisis modal, se obtiene un modelo 
dimensional finito para propósitos de simulación y 
diseño del control. 
Se consideran tres tipos de cont rotadores, el 
Proporciona I-Derivativo (PD). el Linear Quadratic 
Regulaior (LQR) y el de Perturbaciones Singulares 
(PS) Los tres fueron aplicados al equipo de Robot 
flexible que es descrito en la sección III. Los 
resultados experimentales obtenidos se muestran 
en forma gráfica 
E l articulo está organizado de las siguiente 
manera La sección I da al introducción En la 
sección II. se presenta la derivación del modelo 
matemático del robot flexible En la sección JII, 
los consoladores PD. LQR y Perturbaciones 
Singulares asi como el experimento práctico son 
mostrados Finalmente, se tienen las conclusiones 
del articulo 
11.. MODELO MATEMATICO MODELADO 
DE UN BRAZO FLEXIBLE EN EL 
ESLABON 
Para el modelado, se utilizó las ecuaciones de 
Euler-Bernoulli para una barra Los términos de 
segundo y alto grado en las variables de 
deformación son despreciables Las hipótesis en las 
que se basa son. hl) El brazo es una barra con 
características geométricas uniformes y una 
distribución de masa uniforme, h2) El brazo es 
flexible en la dirección lateral, solo las 
deformaciones elásticas están presentes h3J Las 
deformaciones no lineales asi como la fricción 
interna u otras perturbaciones externas son efectos 
despreciables Los parámetros de Ínteres son 1.a 
densidad lineal (p)< Flcxural rigidity ( / . / ) , la 
inercia del eje ( / , , ) y la longitud del brazo( / ) 
1.a posicion absoluta de un punto a lo largo de la 
harni (figura 1) esta descrita por 
(p , \ f x c o s t f / j - f t j f r . / j s c n t f / } ' 
/J ~ (l{. I i-rsen wU-./jcosflf /) . 
donde « A x j ) ~ Deflexión de la barra con 
respecto al eje neutral 
/ = Variable en el tiempo 
X = ( o o i denuda u través del eje 
neutral de la buira 
B { í ) ~ Angulo de rotación del eje 
.Elemento Terrrimal 
Fig I Marco de referencia 
NOTA: K» las stgiuenies ecuaciones una coma en 
¡a f Kirie superior representan diferenciación 
respecto a x, y un pumo representa la 
diferenciación con iespecio a! lie/upo. 
Además, dado Que la barra está sujeta a la base, se 
tienen las siguientes condiciones geométricas de 
frontera í y ( 0 , / ) = í y ' ( 0 , / ) - 0 . 
La energía cinética esta dada por: 7' = /h + 
Del eje. /,; = ~ ¡ , M r ) V brazo 
l = +i'.1 w-v 2 L, 
I I 
= -t>¡(x'tXi): +(ü:ixj)ftt): + aiJ(*,/) + 2jrflf/)¿(x1/); 
La energía potencial : 
Las ecuaciones del sistema son obtenidas de la 
condición variacional 
». 
donde <ftn?) s/'(0¿VJ(f) es el trabajo virtual 
realizado por el tnrquc 
El modelo dinamico del robot flexible en el eslabón 
esta dado por 
/ 
l,(K¡) i />J.-ííó(x./W.r - »(i) 
i.lui'"'U.i ) i *. t M f«(K ( ) - 0 
f»'((),?) M'l O, O U 
ot"(/, / ) «/"(/,/)• 0 
donde /, ¡k i /)!' / 1 1.a primer» ecimcioupuede 
ser ¡IIIilniula a la dinamica del eje, mieninis i[uv Ih 
segunda ecuación está asociada al eslabón flexible 
Iniegrando con respecto al tiempo la segunda 
ecuación de y sustituyendo en la segunda se 
oblicué 
fj'ht) i:if»"Wt!) = ii{i) ^ 
¡•l«i""( xj) * /*•>{ sj H fKfHt) o 
P.sie sistema constituye la base para el análisis 
modal de la deformación en la baria de Hullei-
Dcmoulli V}. análisis modal vesli muido es 
frecuentemente desarrollado asumiendo 0(t ) - 0, 
como si el ejciigido-tuvieia inercia infinita y poi lo 
tanto siempre'estuviera en reposo 
De ta figura I, OX es el eje neutral cuando el 
brazo es,-rígido. F.l desplazamiento de ciwlquier 
p tmloP á través del eje nculinl a una distancia 
cualquiera del eje fno. excediendo la longitud de la 
barra '/ ) está dada por el ángulo del eje f \ t ) y la 
deflexión ro(x.t) medida desde la linea OX Hsie 
.desplazamiento se expresará como signe 
_ ylxjy* to{xj) r x9{i) 
y el sistema de ecuaciones dado por {I), puede 
escribirse como: 
iJKi)~ /.'/v"(0,/) = Mr) 
(2) 
- Con las condiciones de frontera siguientes 
.r(0.O = 0 
l.¡y"(lj) - 0 
l.lyil.i) - 0 
Obteniéndo la transformada de laplace del sistema 
(2) y resolviendo para las raices del determinante 
de la matriz de coeflcicnics, se obiiene una serie de 
modos vibracionales naturales del sistema Usando 
el método de modos asumidos |9.I0| . las variables 
del sistema pueden ser expresadas como: 
.Wr./Í = í > ; ( . v ></,(/) 
donde <f>t (.v) ~ e s la oigcn-función del iih modo 
< / , ( / ) - es la coordenada generalizada 
del sistema 
Usando la ecuación de Lagrange se obtiene una 
serie . de ecuaciones diferenciales ordinarias 
desacopladas de la forma 
f/, 4 2C, ro.í/, + nr'í/, = y-í*'(o)" '< ' = . r 
Truncando la serie de estas ecuaciones 
diferenciales ordinarias a un orden menor, 
reteniendo las primeras 
n, <1, se escribe un modelo de ecuaciones de l:i 
l'orma 
x , l.r i hn 















C- 0 tfí,(/) 0 ••• <f>Jf) o 1 o ¿;<0) ... o #(0) 
Los dos renglones de C son vectores mediblcs del 
sensor del elemento tcnninal v del sensor del eje 
Este modelo lineal es usualnientc usado en la 
literatura [9] para el corurol de estructuras 
espaciales largas 
Se utilizaron dos modos de vibracionales 
obtenidos cxpcrimentalmcnic. los cuales se 
muestran en la siguiente tabla 
Nuiu Modo Frecuenc (Nz) 
0* 0 
1 I 8 
2 .í 
* i;liU|V' cielito 
I I I . - CONTROLAbORES 
Con)rolador PD 
Este tipo de con trotador es muy utilizado en 
robois rígidos y muchos trabajos al respecto se 
t entizado analizando su estabilidad [.'] l-n vi 
de los robots flexibles, se han utilizado div< 
Instituto Tecnológico de Chihuahua (D.E.P.I) ELEGTRO'96 
csimiegias para su declividad, por ejemplo el 
control utilizando un modelo rigido-llexible En 
este trabajo se implemento la ley de control 
r^ k p {0 j - 0)« k . { 0 , - '0). Los valores de 
A s I 35 y k, = 28 fueron obtenidos de la mejor 
sintonización del comrolador en su respuesta en el 
tiempo Eo ios resultados experimentales (figuras 
3a, 3b). podemos observar severas oscilaciones 
cuando el robot se posiciona en el punto deseado 
Una extensión de este controlador a un robot de 
dos eslabones flexibles, puede liacerse únicamente 
considerando eslabones independientes 
Controlador LQR 
Para aplicar este método se linealizó el modelo 
aproximado del robot alrededor del punto de 
equilibrio 0r - 0 La ley de control aplicada está 
definida por 
M ¿" ¿ J í M " ^  H < ' - ' > 
donde />_>'_/ es la posición del elemento terminal 
(que es actualizada en tiempo real) y kt,k,,,/*,./? 
son matrices de ganancia obtenidas por el criterio 
de optimización LQR (12). 
- \<e1Qxm¿'Q:éJnt'r«\di 
donde e = 0 - $ i y Qt,Q-. son semidefinidas 
positivas y r es definida positiva Utilizando 
matlab los valores obtenidos fueron 
*, =1 38.A:. = 32,/?, = - 1 1,0, * 07 
Este método asegura márgenes de ganancia y de 
lase adecuados La ventaja de este controlador 
con respecto al PD es que permanece insensible a 
perturbaciones externas. Las figuras 4a y 4b 
nuiesiran la respuesta de este comrolador. Se 
aprecia una mejora notable con respecto al 
controlador PD. Para una extensión a un robot 
flexible de dos eslabones, el modelo linealizado, 
depende de la configuración del robot 
Cotil rotador Utilizando el Método de 
Perturbaciones Singulares 
<t 
Este método se basa en la separación de) sistema 
en dos subsistemas, el cual uno se considera 
"lento" mientras que el otro se considera "rápido", 
variables de estado "rápidas" son las fuerzas 
clásticas y sus derivadas en el tiempo Uit sistema 
de este tipo es una herramienta para reducir-el 
orden del sistema (los robots Ilexibles pencuecen 
al conjunto de sistemas que tienen menor .numeLD 
de entradas de control que el numero de variables 
controlables). Los dos sistemas identificados son: 
a) Un subsistema "lento" que es del mismo, orden 
que del manipulador rígido . . . 
b) Un subsistema "rápido" -en donde las variables 
de estado lentas juegan el rol de parámetros • 
El control para el sistema lento puede ser-diseñado • 
por los esquemas conocidos para los robots 
rígidos. 
Usando el procedimiento dado en [7] Ef sistema 
del robot puede representarse 
x = / (í,X,2,H,¿) 
donde x es la variable lenta (variables rígidas), u 
es eKponirol (torque), - es la variable rápida 
(variables elásticas) y 
• -GHÍ) . ' 
Para obtener el modelo reducido, tomamos f = 0 y • 
obtenemos el modelo lento de la forma 
x - . / ( / , * , . i , , 0 ) 
Para el subsistema rápido, con T - T! E, obtenemos 
r = £f(x.Zjlr>ttfy(r)-i-«,,í:) 
¿z = í , ' ( x , i / ( r ) + 2 J ,H / ( r ) + ií,,í-) ' 
El control para el subsistema lento se obtuvo de un 
control lineal como el desarrollado en f 11], dado 
por 
donde kp,Á\ son seleccionadas para mantener la 
separación en la escala de tiempo entre los 
subsistemas lento y rápido, y es .una. constante 
dependiente de la matriz dé Inercia Los valores 
obtenidos fueron. kf = 1,5, k,. =.56 
Para el control del subsistema rápido se tiene 
//, = A'^Ujz, ^ krl(x)z, Se utilizó la técnica de 
fijación de polos de sistemas lineales pitra obtener 
los valores de k ^ , k t / . Los valores obtenidos 
fueron - - I 56. k4 = 12. 
La ley de control implementada en la 
experimentación está dada por: 
u = 421 \ 56( 0 , - 0) + I 5( - &)) - I 5 6 ¿ _ c_ / 
•i - ' 
fíntre las ventajas de este método se puede 
constatar la reducción del orden del modelo que 
permite resolver el problema de sistemas que 
tienen menor número de entradas de control que el 
número de variables controlables, la miriiniización 
de los cálculos en linea además de permitir su 
extensión al caso mult¡eslabones 
Ancho del eslabón 
Masa del eslabón 







1:1 equipo del jobol flexible en el eslabón con un 
grado de libertad es mostrado en la itgtttn 2. 
consiste de una barra de aluminio Tija en uno de 
sus exiremos a un motor de CD Montada sobre el 
motor se encuentra una cámara con resolución de 
014 cm/pixel. En el otro extremo de la barra, en la 
punta, se encuentra un led. La cámara delecta la 
posición del led y de esta manera se determina la 
deflexión del elemento tciminal Una ¡nteifasc 
cntic el equipo del robot y una computadora PC es 
utilizada para la retroalimcntación de datos y 
control. El modelo y el control es implementado en 
lenguaje de programación C 
El experimento consiste en realizar movimientos 
del robot flexible a ±/7 grados con respecto al 
origen (en este caso el centro, considerando abi la 
referencia 0 grados) Es decir, la estructura recorre 
en total 2 / í grados En las gráficas mostradas se 
utilizó n = 20 . Esto ha permitido calcular también 
repetibilidad y exactitud Donde estos últimos son 




Fig 2' Robot Flexible Experimental 
P A R A M E T R O S DEL SIS7EMA 
Inercia de Cámara 
(Incluyendo Inercia del Motor) 002 Kgm-
Longitud del eslabón 91 4 cm 
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CONCLUSIONES 
En este trabajo se presentaron tres tipos de 
consoladores Los que presentan mejor 
comportamiento son el I.QK y el de perturbaciones 
singulares Como trabajo futuro se pretende 
trabajar con un modelo infinito del robot flexible 
agregando los consoladores de Modos Deslizantes 
y Adaptivo De esta manera obtener un estudio 
mas completo tanto de análisis como de 
experimentación de este tipo de estructuras 
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Palabras Cla>cs f l e x i b i l i d a d en el eslabón, de f lex ión 
K t S l l M E N 
Reciememenic, la apar ic ión de nuevos materiales y el diseño de estructuras roból tcas más 
ligeras y/o larval». ha fomentado la invest igación en una variedad de prob lemas técn icos 
la lc* como, sistemas sensoriales avanzados, combinaciones de fuerza y m o v i m i e n t o y 
electos de f lex ib i l idad en Ja u n i ó n y en el eslabón. Esle ú l t imo ha dado lugar ai desar ro l lo 
de estrategias de cont ro l que m i n i m i c e n los fenómenos de f l e x i b i l i d a d (tales c o m o 
desplazamientos elásticos), i nc lus i ve en la presencia de perturbaciones. 
Con el fin de resolver los p rob lemas de cont ro l asociados a estas estructuras, se t ienen 
disponibles diferentes metodologías para diseñar leyes de cont ro l , en base a. M o d e l o de 
parámetros distr ibuidos de brazos f lexibles ( T a m , Be jcky ,1988) , M o d e l o d iscre to en 
t iempo y en el espacto (Rat tan tFei¿uJ992) y un M o d e l o d iscreto en e l espacio y c o n t i n u o 
en el t iempo Dent ro de este ú l t i m o podemos encontrar el anál is is M o d a l (S i c i l i ano , 
WJ.8Aok.1988) y el esquema de e lemento f i n i t o ( C h e d m a i l f M i c h e l , 1 9 9 2 ) 
E n este articulo, se der iva un m o d e l o matemát ico de un robot f l ex ib le en e l es labón d e un 
grado de libertad, que considera los parámetros físicos del sistema. Se u t i l i za la teoría 
Euicr-Bernoul l i de la baña Par t iendo de un m o d e l o discreto en e l espacio y c o n t i n u o en e l 
t iempo, mediante la técnica de análisis moda l , se obt iene un m o d e l o d imens iona l finito 
para propósitos de s imu lac ión y diseño del cont ro l . 
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E l a r t i cu lo mues t ra u n e s t u d i o compara t i vo de estrategias de c o n t r o l las cuales s w 
ap l icadas a l r o b o t f l e x i b l e . Resul tados en s i m u l a c i ó n asi t o m o exper imen ta les son 
presentados c o n e l f i n de ana l i za r lew da los ob ten idos 
Se cons ideran tres t ipos de con t ro l adores: e l P ropo rc i o n a l - D e f i va t i v o ( P D l , e l Linear 
Q u a d i a u c R e g u l a i o r ( L Q R ) y e l de Per turbac iones S ingu la res (PS). Los tres fueron 
-ap l icado* al e q u i p o de R o b o t f l e x i b l e que cons is te de una b a m i de a l u m i n i o f i j a en uno de 
ex t remos a un m o t o r de C D . Mon tada sobre e l m o t o r se encuen t ra una cámara con 
r cbu luc i ún d e . f l M c n v p i x c í E n el o t ro e x t r e m o de la ba r ra , en la pun ta , se encuentra un 
led. I -a cámara de lec ta la p o s i c i ó n del l ed y de esta m a n e r a se d e t e r m i n a ta d e f l e x i ó n del 
e l e m e n t o t e r m i n a l 
U n a inter! 'asc ent re e l e q u i p o del robo t y una c o m p u t a d o r a P C es u t i l i zada para la 
r e t r oa lúnen tac ión d e datos y con t ro l . E l m o d e l o y e l c o n t r o l es i m p l e m e n t a d o en lenguaje 
de p r o g r a m a c i ó n C . 
E l a r t i c u l o c o n t i e n e p r i m e r a m e n t e u n p a n o r a m a g c n c t a l de las est ructuras r obó ticas 
f l ex ib l es L u e g o u n m o d e l o ma temá t i co de l robo t f l e x i b l e es d e r i v a d o E n la sección 
s igu iente , se ana l i zan los c o n s o l a d o r e s P D . I . Q R y Per tu rbac iones S ingu lares . F ina lmente 
las conc lus iones de l a r t i c u l o son mostradas. E l resu l tado p r i n c i p a l de este a r t i cu lo es c' 
aná l is is c o m p a r a t i v o , e n base a los resu l tados^exper imcn ta les y de s imu lac iones , de lu 
c o n s o l a d o r e s cons ide rados 
El a r t í cu lo mues t ra u n es tud io c o m p a r a t i v o de es l ia teg ias de c o n t r o l , las cuales son 
apl icadas a l r o b o t f l e x i b l e . Resul tados e n s i m u l a c i ó n asi c o m o expe r imen ta les son 
presentados c o n e l f i n de analÍ7ar lo» datos ob ten idos 
Se cons ideran tres t ipos de cont rp ladores: e l P r o p o r c i o n a l - D e r i v a t i v o ( P D ) , e l t i nca r 
Quad raüc R e g u l a t o r ( L Q R ) y e l de Per turbac iones S ingu la res (PS). L o s tres fueron 
ap l icados al e q u i p o de R o b o t f l e x i b l e que consiste de una barTa de a l u m i n i o f i j a en uno de 
su¿ ex t remos a u n m o t o r de C D . M o n t a d a sobre e l m o t o r se encuen t ra una cámara cor 
resolución de .014 c n v p i x e l E n e l o t ro e x t r e m o de la bar ra , e n la pun ta , se encuent ra uo 
led. 1.a cámara detec ta la p o s i c i ó n del l ed y de esta mane ra se d e t e r m i n a la d e f l e x i ó n del 
e l emen to t e rm ina l . 
U n d in fer íase ent re e l e q u i p o de l r o b o t y una c o m p u t a d o r a P C es u t i l i z a d a para la 
r t t r o a l i m e n t a c i ó n de datos y con t ro l . E l m o d e l o y e l c o n t r o l es i m p l e m e n t a d o en lenguaje 
de p r o g r a m a c i ó n C . 
E l a r t i c u l o con t i ene p r i m e r a m e n t e u n pano rama genera l de las es t ruc turas robót icas 
f l ex ib l es L u e g o u n m o d e l o ma temá t i co d t l r obo t flexible es d e r i v a d o E n la sección 
s igu iente , se ana l i zan los c o n s o l a d o r e s P D . I . Q R y Per tu rbac iones S ingu lares . F ina lmente 
las conc lus iones de ! a r t i c u l o son mostradas, E l resu l tado p r i n c i p a l de este a r t i cu lo es el 
anál is is c o m p a r a t i v o , e n base a los resul tados t x p e r i m c n t a l e s y de s imu lac i ones , de los 
c o n s o l a d o r e s cons ide rados 
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RESUMEN: En este articulo se presenta el 
diseño y experimentación de consoladores para 
un robot flexible en el eslabón de un grado de 
libertad. Se utiliza la técnica de análisis modal 
paro obtener un modelo dimensional finito que 
nos permite realisar simulación y diseño del 
control. Un análisis del comportamiento de los 
controlada/res es mostrado y los resultados 
obtenidos se muestran en forma gráfica. 
I. INTRODUCCION 
En los últimos años se han desan-ollado nuevos 
materiales con la ñnaiidad de obtener incremento 
de rigídezQnflexibilidad), dureza, tuerza 
(resistencia a impactos), estabilidad dimensional, 
resistencia a ía corrosión; reducción de deflexión 
debido a la temperatura, permeabilidad a gases y 
líquidos, absorción de agua, costos y energía, 
modificación de propiedades eléctricas, etc. 
Estos nuevos materiales bao surgido debido al 
desarrollo de aplicaciones especiales en la industria 
en general y en el espacio donde se presenta la 
necesidad de estructuras más ligeras, largas o 
resistentes en ambientes no convencionales. Como 
ejemplos, podemos mencionar los brazos largos 
que se requieren para accesar lugares hostiles 
como sitios nucleares, espacio, sitios con 
sustancias químicas, y en en e] area industrial 
como robots disecados con materiales ligeros 
apropiados para el mango de herramientas y 
ensamble, pintado, soldado, etc. La necesidad de 
controlar estas estructuras en estos ambientes se 
ha presentado como una función inherente en el 
desarrollo de las diferentes aplicaciones. 
Se sabe que si una estructura flexible es controlada 
colocando un sensor exactamente en el actuador 
que va a controlar, entonces se obtiene una 
operación estable. En forma contraria, si se tiene 
en uno de los extremos de la estructura el actuador 
y en el otro extremo d sensor, el problema de 
obtener estabilidad se complica [9,10]. 
Varios estudios con respecto al control de estas 
estructuras se han realizado y experimentado 
(Cannon & Schmitz, 1984, Qian & Ma,1992). El 
enfoque es aplicar torque de control a un extremo 
del robot. Este control se basa en un sensor fijo en 
el otro extremo (en la punta). Pero una tecnología 
para utilizar sensores y actuadores en ios extremos 
no se ba desarrollado en su totalidad. Los robots 
industriales requerirán de este tipo de control, 
debido a la necesidad de ser más ligeros para 
obtener una respuesta rápida con poca energía y 
una gran precisión en la posición del elemento 
terminal. 
Para contribuir experimentalmente en e¿ desarrollo 
de esta tecnología, el presente articulo muestra d 
diseño de consoladores para un robot con 
flexibilidad en el eslabón de un grado de libertad 
(RFE). Se tienen disponibles diferentes 
metodologías para diseñar leyes de control, ra 
base a: Modelo de parámetros distribuidos de 
brazos flexibles (Tam, Bqcky,198S), Modelo 
discreto en tiempo y en el espacio 
(Rattan,Feüu,1992) y un Modelo discreto en el 
espacio y continuo en el tiempo. Dentro de este 
ultimo podemos encontrar el análisis Modal 
(Siciliano, W.J.Book,I9S8) y el esquema de 
elemento finito (Chedmail, Michel, 1992). 
En este artículo, se deriva un modelo matemático 
para ei RFE que considera los parámetros físicos 
del sistema. Se utiliza la teoría Euler-BernouUi de 
la barra. Partiendo de un modelo discreto en el 
espacio y continuo en el tiempo, mediante la 
cernea de anáiisis modal, se obtiene un modelo 
dimensional finito para propósitos de simulación y 
diseño dei control. 
Se consideran tres tipos de consoladores• eJ 
Proporcional-Derivativo (PD), el Linear Quadraiic 
Regulator (LQR) y el de Perturbaciones Singulares 
(PS) Los tres fueron aplicados al equipo de Robot 
flexible que es descrito en la sección III. Los 
resultados experimentales obtenidos se muestran 
en forma grafica. 
El articulo esta organizado de las siguiente 
manera: La sección f da al introducción. En la 
sección H, se presenta la derivación del modelo 
matemático del robo: flexible. ED la sección HX, 
los consoladores PD, LQR y Perturbaciones 
Singulares asi como el experimento práctico son 
mostrados. Finalmente, se tienen las conclusiones 
del articulo. 
II.- M O D E L O M A T E M A T I C O M O D E L A D O 
DE UN BRAZO FLEXIBLE EN EL 
ESLABON 
Para el modelado, se utilizó las ecuaciones de 
Euler-BemouUi para una barra. Los terruños de 
segundo y alto grado en las variables de 
deformación son despreciables Las hipótesis en las 
que se basa son. h i ) El brazo es una barra con 
características geométricas uniformes y una 
d\stubuc\Qtv de masa, uniforme, h2") El brazo es 
flexible en la dirección lateral, solo las 
deformaciones elasricas esíán presentes. h3) Las 
deformaciones no lineales así como la fricción 
interna u otras perturbaciones extemas son efectos 
despreciables. Los parámetros de interés son: La 
densidad lineal ( p ) , Flexural rigidity (El), la 
inercia de) eje (Jh) y ia longitud del brazo(/ ). 
La posición absoluta de un punto a lo largo de la 
barra, (figura 1) está descnta por: 
"j fxcos0(i)- <y(*,r)sen fK'í 
J ^xsen 0 ( , J )+ a > ( r , / ) c o s 0 ( t ) , 
donde £ü(x,t) = Deflexión de la barra con 
respecto al eje neutral. 
/ - Variable erf eJ tiempo 
X = Coordenada a través del eje 
neutral de la barra 
P-
@{t ) = Angulo de rotación del eje 
.Se» erto Tertnr^  
w f x j ) 
Fig 1 Marco de referencia 
NOTA: En las siguientes ecuaciones una coma en 
la parie superior representan diferenciación 
respecto a x, y un punto representa la 
diferenciación con respecto ai tiempo. 
Además, dado que la barra, está sujeta a la base, se 
tienen las siguientes condiciones geométricas de 
frontera a i ( 0 » 0 = © ' ( 0 , / ) = 0 . 
La energía cinética está dada por: T « Th + T, . 
Del eje: Tk - 0 ( 0 y del brazo 
¿n 
2 a 
La energía potencial: 
U = ^n\(Q}"(xj)Ydx 
2 a 
Las ecuaciones del sistema son obtenidas de la 
condición variacional 
) (ST(í)-5U(t) + SÍV(t))dí = 0, 
* 
donde 5W(t) = u(t)S&(t) es el trabajo virtual 
realizado por el torque. 
El modelo dinámico del robot flexible en ei eslabón 
está dado por: 
i 
I.'kt)* p\x'ú){x,t)dx = u(t) 9 
EIo""(x,t)T pco(x,t) +pe 6(0 = 0 
n>(0,0 = fy'(0,0 = 0 
<y"(/.0= or ( / ,0«0 
donde I, ~ pi¡ ¡Z. La primera ecuación puede 
ser atribuida a la dinámica del eje, mientras que la 
segunda ecuación está asociada al eslabón flexible. 
Integrando con respecto al tiempo la segunda 
ecuación de y sustituyendo en la segunda se 
obtiene: 
Este sistema constituye la base para el análisis 
modal de la deformación en ia barra de Euller-
Bernoulli. El análisis modal restringido es 
frecuentemente desarrollado asumiendo 0(i) = 0, 
como si el g e rígido tuviera inercia infinita y porto 
tanto siempre estuviera en reposo. 
De ta figura !, O X es el eje neutral cuando el 
brazo es rígido. El desplazamiento de cualquier 
punto P a través de! eje neutral a una distanda 
cualquiera del eje (no excediendo la longitud de la 
barra / ) está dada por el ángulo del eje 9{t) y ia 
deflexión ü>(x,t) medida desde la linea OX. Este 
desplazamiento se expresará como sigue: 
y{x,t)=eo(x,l) + xe(t) 
y el sistema de ecuaciones dado por (1), puede 
escribirse como: 
I&t)-Ely"{ 0 , / ) = ü( / ) 
Efym'(xj)+pKxJ)- 0 
(2) 
Con las condiciones de frontera siguientes: 
y( o,o = o 
EfyVJ) = 0 
Obteniendo la transformada de iaplace del sistema 
(2) y resolviendo para las raíces del determinante 
de la matriz de coeficientes, se obtiene una serie de 
modos vibracionaies naturales del sistema. Usando 
el método de modos asumidos [9,10], las variables 
deí sistema pueden ser expresadas como: 
donde - e s la eigen-función del iih modo 
qt (i) = es la coordenada generalizada 
del sistema 
Usando la ecuación de Lagrange se obtiene una 
serie de ecuaciones diferenciales ordinarias 
desacopladas de la forma: 
q,+2£ x¡rtqt = ; i = 0,...,x-
Truncando la serie de estas ecuaciones 
diferencíales ordinarias a un orden menor, 
reteniendo las primeras 
fl, +1 , se escribe un modelo de ecuaciones de la 
forma 
x= Ax +bu 
v = Cx 
donde 












i r w j 
x = [q. qe <!-, 4, 
0 1 
C = i 0 ¿ ( / ) o 0 1 o »[(0) 
4J 
- ¿(/) <n 
- 0 £(0)J 
Los dos renglones de C son vectores medibies del 
sensor del elemento terminal y del sensor del eje. 
Este modelo lineal es usualmente usado en la 
literatura [9] para el control de estructuras 
espaciales largas. 
Se utilizaron dos modos de víbradoaales 
obtenidos experi mental mente, los cuales se 
muestran en la siguiente tabla 
Num. Modo __Frecuenc_ (Hz) 
0* " 0 
1 1.8 
3.3 
' cuerpo rígido 
1IL- CONTROLADORES 
Controlador PD 
Este tipo de controlador es muy utilizado en los 
robots rígidos y muchos trabajos al respecto se han 
realizado analizando su estabilidad [3], En el caso 
de los robots flexibles, se han utilizado diversas 
estrategias para su efectividad, por ejemplo el 
control utilizando un modelo rigido-fíexible. En 
este trabajo se implemento la ley de control 
^ ^ k f { 6 i - 6 ) - > r k X Q i - S ) . Los valores de 
= 1.35 y k, = 28 fueron obtenidos de la mejor 
sintonización del controlador en su respuesta en el 
tiempo. En los resultados experimentales (figuras 
3a, 3b), podemos observar severas oscilaciones 
cuando eí robot se posiciona en el punto deseado 
Una extensión de este controlador a un robot de 
dos eslabones flexibles, puede hacerse únicamente 
considerando eslabones independientes. 
Controlador L Q R 
Para aplicar este método se linealizó el modelo 
aproximado del robot alrededor del punto de 
equilibrio 9< ~ 0. La ley de control aplicada está 
definida por 
donde p_e_t es la posición del elemento terminal 
(que es actualizada en tiempo real) y 
son matrices de ganancia obtenidas por el criterio 
de optimización LQR [12]: 
Of =*\{e'Q¿+érQ¿+uTru){lt 
9 
donde e-$-6á> Q,,Q} son semidefinidas 
positivas y r es definida positiva Utilizando 
matlab los valores obtenidos fueron 
= 1 . 3 8 , £ = . 3 2 , = -1 .1 ,0 . - 0 7 . 
Este método asegura márgenes de ganancia y de 
fase adecuados. La ventaja de este controlador 
con respecto al PD es que permanece insensible a 
perturbaciones extemas. Las figuras 4a y 4b 
muestran la respuesta de este controlador. Se 
aprecia una mejora notable con respecto al 
controlador PD. Para una extensión a un robot 
flexible de dos eslabones, el modelo linealizado, 
depende de la configuración de! robot. 
Controlador Utilizando el Método de 
Perturbaciones Singulares 
Este método se basa en la separación del sistema 
en dos subsistemas, el cual uno se considera 
"lento" mientras que el otro se considera "rápido". 
Las variables de estado wra»idasn son las fuerzas 
elásticas y sus derivadas en el tiempo. Un sistema 
de este tipo es una herramienta para reducir el 
orden del sistema 0os robots ñexMes pertenecen 
a1 conjunto de sistemas que tienen menor número 
de entradas de control que el número de variables 
controlables). Los dos sistemas identificados son: 
a) Un subsistema "lento" que es del mismo orden 
que del manipulador rígido. 
b) Un subsistema "rápido" en donde las variables 
de estado lentas juegan el rol de parámetros. 
El control para el sistema lento puede ser diseñado 
por los esquemas conocidos para los robots 
rígidos. 
Usando el procedimiento dado en [7]. El sistema 
del robot puede representarse 
x = f(t,x,z,u,s) 
ez = g(t,x,z,u,s) 
donde X es la variable lenta (variables rígidas), U 
es el control (torque), Z e s la variabfe rápida 
(variables elásticas) y. 
Para obtener el modelo reducido, tomamos £ = 0 y 
obtenemos el modelo lento-de la forma 
0) 
0 = g(t1x„zi,uj,0) 
Para el subsistema rápido, con r = / / e , obtenemos 
x= £F(x, Z,(T) + 2,,U, (r) + U„£) 
¿¡ = g(x> zf (*) + z , , ( T) + u , s) 
El control para el subsistema lento se obtuvo de un 
control lineal como tí desarrollado en [II], dado 
por 
donde kr,kr son seleccionadas para manten«" la 
separación en la escala de tiempo entre los 
subsistemas lento y rápido, y es una constante 
dependiente de la matriz de Inercia. Los valores 
obtenidos fueron: kf - 1.5, k, =.56. 
Para el control del subsistema rápido se tiene 
uf - krf{x)x/ +kf(x)zf. Se utilizó la técnica de 
fijación de polos de sistemas lineales para obtener 
los valores de , . Los valores obtenidos 
fueron = -1 .56, k^ « .12 . 
La ley de control implementada en la 
experimentación está dada por. 
u =42(0, - G) +1 .5(0 , - 1 . 5 $ p j i _ t 
Hntre las ventajas de este método se puede 
constatar la reducción del orden deí modelo que 
permite resolver el problema de sistemas que 
tienen menor número de entradas de control que el 
número de variables controlables, la mirúmización 
de los cálculos ¿n linea además de permitir su 
extensión ai caso multiesl&bones. 
Ancho del eslabón 
Masa del eslabón 





RESULTADOS E X P E R I M E N T A L E S 
EXPERIMENTO 
El equipo del robot flexible en el eslabón con un 
grado de libertad es mostrado en la fisura 2, 
•consiste de una barra de aluminio fija en uno de 
sus extremos a un motor de CD. Montada sobre el 
motor se encuentra una cámara con resolución de 
.014 cm/pixel. En el otro extremo de la barra, en la 
punta, se encuentra un led. La cámara detecta la 
posición del led y de esta manera se determina la 
deflexión del elemento terminal. Una interfase 
entre el equipo del robot y una computadora PC es 
utilizada para la retroali mentación de datos y 
control. El modelo y el control es implementsdo en 
lenguaje de programación C. X 
El experimento consiste en realizar movimientos 
del robot flexible a ± n grados con respecto al 
ongen (en este caso e) centro, considerando abi la 
referencia 0 grados) Es decir, la estructura recorre 
en total 1 n grados. En las gráficas mostradas se 
utilizó n — 2 0 Esto ha permitido calcular también 
repetibilidad y exactitud. Donde estos últimos son 
parámetros de interés en el estado presente de la 
Cariara 
nEFLStfOMCOVrROUW» PC 
-paru/Ere: j j AJZ EVA 
I WJB05— "' 
Fig. 2: Robot Flexible Experimental 
P A R A M E T R O S DEL SISTEMA 
Inercia de Cámara 
(Incluyendo Inercia del Motor) 002 Kgm-
91.4 a n 
Fig. 3a; Controlador PD 
Anftfc COMiWaMFf! 
Fig. 3b: Controlador PD 
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Altura dei eslabón 2.54 cm Fig. 4a. Controlador LQR 
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Fig. 4b. Controlado: LQR 
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Fig. S Consolador PS 
CONCLUSIONES 
En este trabajo se presentaron tres tipos de 
consoladores. I .os que presentan mejor 
comportamiento son el LQR. y el de perturbaciones 
singulares. Como trabajo futuro se pretende 
trabajar con an modelo infinito del robot flexible 
agregando los consoladores de Modos Deslizantes 
y Adapúvc. De esta manera obtener un estudio 
mas completo tanto de análisis como de 
experimentación de este tipo de estructuras 
flexibles. 
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ABSTRACT 
This paper presents an experimental evaluation of three 
infinite model based controllers. The results are com-
pared with the simulations to demonstrate the perfor-
mance of each controller. 
K e y w o r d s : Flexible link robot, Lyapunov's Method, 
Distributed Parameter system. 
1 INTRODUCTION 
One of the most active research area in the last decade 
has been the flexible link robots control. This happens 
because of the necessity of light weight manipulators that 
consume less energy and at the same t ime improve the 
end effector accuracy. Some applications of flexible link 
robots are the aircraft antennas, satellite rescue arms 
and the industrial links for welding or painting. 
These robotics arms have been frequently modeled us-
ing the Bernoulli beam theory or Timoshenko beam the-
ory [5]. In most of the cases small deflection assumption 
has been made. The beam model is a distributed para-
meter system. This distributed characteristic of the sys-
tem has made the designing of the controller a difficult 
task. T h e model obtained for the flexible link robot is 
a set of integro-differential equations with coupled non-
linear boundary conditions. Due to this characteristic, 
the original mode l is of ten reduced. This can be done by 
using assumed modes method, finite element technique 
or singular perturbation theory. 
The control strategies are classified in Finite (or Re-
duced) Model Based Controllers and Infinite Model 
Based Controllers. In the literature, some controllers 
are called "model independent". In this article they are 
classified by the model used to derive them. 
The great advantage of the reduced models is that the 
controller can be obtained by using techniques of linear 
systems, for instance LQR and P D , or by applying the 
singular perturbation theory. The disadvantage of the 
reduced models is the effects of the truncated modes. 
Most of the recent studies have been concentrated in 
compensating the effects of this disregarded modes, usu-
ally called "spillover". A survey can be found in [8], 
where some finite dimensional control strategies are ana-
lyzed and compared, concluding that "the effects of high 
order modes must be considered". Another similar sur-
vey can be found in [1]. 
A n attempt to overcome the difficulties associated 
with the reduced models is the design of an infinite 
dimensional control strategy. The main advantage of 
the infinite model approach is the preservation of the 
model structure, usually destroyed by approximation 
techniques [11]. 
Although there have been several experimental studies 
of different controllers [1,8], none of them has focused the 
attention to the infinite model based controllers. 
This paper examines three Infinite Model Based Con-
trollers. T h e first one was proposed by Shifman in 
[10,11]. The variable needed for the implementation of 
this controller is the measurement obtained from a strain 
gage installed along the beam. The second, is a controller 
proposed by Yuan in [9]. The controller variables needed 
for implementation is the measurement of the angle hub 
with the first and second derivatives. The third one is 
proposed by Aguilera in [14], and the variables needed 
for the implementation are the hub variables, an aux-
iliary approximated variable and the end effector mea-
surement. 
The simulations obtained for each controller are com-
pared with the experimental results. The results show 
that all the infinite based model controllers tested reach 
the desired position. The inclusion of auxiliary variables 
in the controller's design improve the performance of the 
system. The infinite model based controller design is a 
good approach to control flexible link robots in a wide 
range of real applications. 
The paper is organized as follows: Section 1, gives 
the introduction. Section 2 shows the mathematical 
model of the flexible link robot. This model has been de-
rived using the Euler-Beraoulli beam theory and apply-
ing Hamilton Principle. In Section 3, the three Infinite 
Model Based Controllers are presented. The controller 
design is described with all the considerations and the 
assumptions needed for implementation. Section 4 gives 
the technical details of the flexible link robot apparatus 
and the simulations and experimented results. Finally 
the conclusions of this paper axe shown. 
2 MATHEMATICAL MODEL OF THE 
F L R 
The single flexible link robot (FLR) consists of a flexible 
link attach to a base. T h e structure is fixed in one end 
and free on the other (Figure 2.1), were u>(x,i) denotes 
the deflection of the beam with respect to the neutral 
axis, t is the time variable, I is the beam length, x rep-
resents the spatial variable that index the beam points 
where x € (0, l\, 9(t) denotes the rotation angle of hub. 
We assume that the beam is uniform with mass density 
p, Young's Modulus E and cross sectional inertia I. The 
hub inertia is denoted by It, and the applied torque by 
r . 
and the l ink ' s contribution 
Fixed Axi 
Fig. 2.1: Schematic Flexible Link Robot 
Remark 1 In what follows, ( ' ) represents differenti-
ation with respect to x, and a ( * ) represents differenti-
ation with respect to time. 
Since the beam is fixed at the base, the following 
geometric boundary conditions are verified cj(0, t) — 
u> (0 , i ) = 0. T h e mathematical model which represents 
the dynamic 's robot is deduced by means of Hamii-
tonian's principle, for that, the kinetic energy is given 
by T s= T/iut + Tunk , where the contribution of the hub 
is given by 
T ^ b = l h è ( t ) 2 (1) 
r,. link 
i 
= \p J(xH(t)< + ù2(x,t) + 2xè(t)ù(x,t))dx (2) 
The potential energy is given by 
< 
UtiTlk = ^EI j{J'{x,t))2dx (3) 
A s s u m p t i o n 1: u> is consider to be small with respect 
to the length of the beam i.e. w < 0.1/ 
Then, using techniques of calculus of variations, the 
principle takes the form 
t3 
/ < 
(6T(t)-6Vlink(t) + 6W(t))dt = 0 
where 6W(t) = r69(t) is the virtual work of the torque. 
Joining 6u> and 5$ terms, the dynamic model of the flex-
ible link robot is represented by 
N ' 
(Ih + plz/3)9(t) +pf xu>(x, t)dx = r 
o 
XRFE { EIu""{x,t) + (&{x,t) + px9(t) = 0 
w(0,i) = <«/(0,i)=0 
u"(l,t)=u'"(l,t) = 0 
The first equation O{£RFE is contribution of the hub 
and the second is associated with the flexible link[13]. 
Integrating the second equation with respect to x and 
substituting in the first one and using, the boundary 
conditions, we obtain 
Ih9(t)-ElJ'{Q,t) = T (4) 
Now, let y{x,t) = x0(t) + u>(s,i), be the total deflec-
tion of the beam, then E takes the form 
Erf ET '• * 
lJ{t)+pfxy(x,t)dx=T 
o 
Ely"" (x}t) + py{x,t) = 0 
3/(O,t) = î / ' ( O , i ) - 0 ( t ) = O 
3 INFINITE MODEL BASED CON-
TROLLERS 
3 . 1 J O I N T P D C O N T R O L L E R 
This controller was proposed by Yuan in [9) Based on 
Lyapunov's techniques, the controller is design using a 
weighted error function with respect to the target state 
Bd as Lyapunov candidate. This function is given by 
V = T^t + Tiint + Ulink + OTinfc + tW) + - Qi)2 
(5) 
where &d represents the hub desired angle and C > - 1 
and 7 > 0 are design parameters. It is clear that V > Q, 
V = 0 only if 9 = 0 and 9 = 
Taking the t ime derivative of V, using equations (3, 
2) and straightforward calculations it follows that 
V « [ T + < (R- J F C &) + 7<FL-ID)] (6) 
The torque control input can be chosen as 
T = - - + <Iht\ (7) 
where k > 0 is also a design parameter. 
Substituting the control input r in (6), we obtain 
V = -k$2 
which is negative semidefinite. Therefore, using the Lya-
punov Stability Theorem, we can say that the robot 
reaches an equilibrium state under the action of the ap-
plied control at which all the joint velocities axe equal to 
zero. Substituting (7) in (4), we have that the closed-
loop is given by 
Ih0 + k6 + 7 0 = (1 + C V " ( 0 , i ) + t h 
It is clear that {9 = 8d,$ = 0} is the unique equilib-
rium state of the closed-loop system. It is worth noticing 
that the function V vanishes only at the desired equilib-
rium state i.e. 6 cannot vanishes until V = 0 is reached. 
Invoking La Sal le ' s Invariant Set Theorem, global as-
ymptotic stability of the desired point follows. 
The control law given by (7) does not require any 
feedback from the deflection variables. The design para-
meters were calculated using the assignment pole tech-
nique. The experimental values used were £ — 1, 7 = 40, 
k — 21. 
3 . 2 C O N T R O L L E R D E S I G N USING A S T R A I N 
G A G E 
The controller is implemented with the feedback of the 
deflection variables. This controller was proposed by 
Shifman in [II]. The deflection variables are measure 
using a strain gage collocated along the beam. 
The position of the link is described by 
The second equation of T^HFETI given by 
py + Ely =0 
has the following boundary conditions 




If we define 
| t - 0 
I 
I 0--T + IJ 
e = yd-y 
t = t * - t 
0 = 
were the subindex d is use to identify the desired variable. 
The error is then given by 
e = — xB(t) — w(z, i) 
were the derivatives with respect to x is given by 
e' =-0(t)-u>'(x,t) 
" " I 
x e « - f a / (* ,*) 
* * nil "II, . e s -u (s, t) 
and the t ime derivatives by 
è = - y = -xè(t)-ù(x,t) 
e = - x 0 ( i ) - £ ( x , i ) 
(9) 
( 1 0 ) 
The second equation of Y^RF E resnlts in an error equa-
tion given by 
Il II 
Eie +pe=0 (11) 
with boundary conditions 
Eie ¡o= 0 Eie j,= 0 
Eie" |(= 0 Eie" |0= - t + IhB 
If we integrate twice with respect to x, the equation 
given by (11), first from x to I , and then from 0 to I, we 
obtain the relation 
i i 




y ( x , t ) = x0(t) + w ( x , t ) (8) "
 P I J + I h ~9 ( 1 2 ) 
O X\ 
then we can choose 
r = -aX-CvX = X 
where the d are constants. 
The closed loop system has the form 
X + ClX + c0X = 0 
where the behavior of X is determined from the section 
of the CjS. 
X represents all the error movement of the beam, the 
control law is designed such that the error e can be con-
trolled. The controller has the form 
F = CIOX + CN B +CQOX + CO\0 (13) 
where the c^ > 0 are constants. The above equation 
(13), can be rewritten as 
f = - c o ( X + C26) - cx{X + c 2 8) 
The variable X is directly measure from the strain 
gage. 
3 . 3 C O N T R O L L E R D E S I G N USING F I N I T E E L -
E M E N T N U M E R I C A L A P P R O X I M A T I O N 
The use of a strain gage foT deflection measure are lim-
ited by external factors like temperature or pressure, and 
have to be calibrated. The longitude of the strain gage 
is also a limiting factor. Non-conventional sites like nu-
clear waste places, use long links to perform inspection 
and service. The use of a strain gage for this kind of 
work is impractical. Other methods to measure the end-
effector position is the use of an acelerometer or photodi-
odes. However the efficiency of the measure equipment is 
limited by the longitude of the link and for the working 
environment. 
One method is collocate small flexible links in cascade 
through the flexible link. Each one feedback the data to 
the last one. T h e data is referring to the deflection(15]. 
The controller proposed by Shifman, explained in the 
last section, guarantee stability of the closed loop sys-
tem but requires the aggregate variable measure given 
by (12). The material properties is a main factor in the 
design of flexible structures for non-conventional sites, 
sufficient information of the performance of the material 
has to be known. 
The controller proposed (SGA) has a similar for as 
Shifman's but the direct measure of the strain gage is 
approximated numerically, with the help of the mater-
ial properties information and the feedback of the tip 
position. A finite technique is use to divide the beam 
in small links. For each link, the approximation of the 
strain gage is made. T h e total value of approximation is 
the combination of all the small links values. 
The strain is related to the beam deflection u>(x) by 
2 __ £w 
p dx (14) 
as y(x,t) = x9{t) + ui(x,t), (14) can be rewritten as 
exx — zw = zy , the stress is given by 
Also 
Oxx = Eess = Ezy 
l s - l 0 _ Au 
L ~ A x 
where z is the distance respect to the neutral axis to the 





Figure 3.1 Strain gage measure in a segment. 
From the last section, we have that the controller is 
given by 
< i i 
J J vMdx.dn = 8 - Jp(x)y"(x)dx 
O X\ O 
where p(x) = - | / 2 x + ^x 3 . Choosing the width of 
the strain gage as W(x) = l / p ( x ) and knowing that 
i A R l x ) ^ k £ M ) i x 
we obtain 
i i 
IJd A«(x) = Jp(x)y"(x)dx (15) 
o a 
This approximation by means of a strain gage is valid 
for a single link. If we separate the link in small sublinks 
applying the finite element method, each sublink can be 
approximated by Ap = j i 3 0 — where l0 is a 
constant and equal to the beam length, and I is measure 
in real t ime during the beam trayectory to the desired 
position. 
4 EXPERIMENTAL SETUP 
The flexible robot equipment of one degree of freedom 
is shown in figure 4.2, it consists in an aluminium beam 
fixed on one end. A CD motor and a camera are mounted 
in the shaft of the motor. The camera's resolution is 
0.014 cm/pixel . A led is used to measure the end beam 
position. T h e camera detects the led position and the 
deflection is measured. A n interface is used to feedback 
the data and control to the equipment. The control is 
implemented in C language. To determine 6 a software 
filter was used. T h e System Parameters are: Camera 
Inertia 0 . 0 0 2 K g m 2 , Link length I = 0.914m, Link height 
2.54cm, Link width 0.3175cm, Link mass 0 .06Kp, Link 
inertia 0.0042Kgm2, Flexural rigidity EI = 8Kgm2/s2, 
Linear density p = 0 . 8 K g / m . T h e flexible link robot 
finite was s imulated losing three modes. The nominal 
values used for the first controller were ( = 1 , 7 = 40, fc = 
21. For the second controller, the nominal values used 
were Co = 80, C\ = 15, c i = .05. 
T h e experiment consist in move the beam to a desired 
position. The computer collect the values of hub angle, 
deflection and driven torque. The simulations were per-
formed using M a t l a b ® with a stepsize of 0 0 l s . The 
time closed loop plot showing the dynamic behavior ob-
tained by simulations and experimental of the deflection 
are given in figures (7.1) and (7.3) . Also in figures (7.2) 
and (7.4), the driven torque is shown. 
From the plots one can notice that the curves obtained 
from simulations are closed to the ones obtained experi-
mentally. 
Inta r f a s a 
( C o m p u t a r J 
Figure 4.1: Schematic System 
Figure 4.2: Experimental Flexible Robot 
5 C O N C L U S I O N S 
A n infinite model based controllers were compared and 
tested in an experimental flexible robot equipment. This 
experimental results show that controllers derived from 
the infinite model are a viable approach for the control 
of flexible link robots. Future work include the design of 
a controller based on infinite model with gravity effects. 
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ABSTRACT 
This paper presents an experimental study of finite based 
controllers (PD, LQR, Passive, L Q G / H « , and Singular 
Perturbation) and three infinite model based controllers. 
The results are compared with t h e simulations to demon-
strate the efficiency of each control technique. 
K e y w o r d s : Flexible link robot, Lyapunov's Method, 
Distributed Parameter system. 
1 I N T R O D U C T I O N 
Over the last decade, the research area of light weight 
manipulators that consume less energy with an accept-
able end effector accuracy had grown. This is because 
of the development of applications like aircraft antennas, 
satellite rescue arms and the industrial links for welding, 
painting or manipulators for nuclear waste remediation. 
T h e flexible robotics arms have been frequently mod-
eled using the Bernoulli beam theory or Timoshenko 
beam theory. In most of the cases small deflection as-
sumption has been made. T h e model obtained for a 
flexible link robot is a set of integro-differential equa-
tions wi th coupled nonlinear boundary conditions, due to 
this characteristic, the original model is often reduced[4j. 
This can be done using assumed modes method, finite 
element technique or singular perturbation theory. 
The control strategies are classified in Finite (or Re-
duced) Model Based Controllers and Infinite Model 
Based Controllers. In the literature, some controllers 
are called "model independent". In this article they are 
classified by the model used to derive them. 
T h e great advantage of the reduced models is that 
the controller can be obtained using techniques of linear 
systems. However most of the recent studies has been 
concentrated in compensate the effects of the disregarded 
modes, usually called "spillover". A survey can be found 
in [3], where some finite dimensional control strategies 
are analyze and compared, concluding that the "the ef-
fects of high order modes must be considered". Another 
similar survey can be found in [1]. 
A n at tempt to overcome the difficulties associated 
with the reduced models is the design of an infinite 
dimensional control strategy. The main advantage of 
the infinite model approach is the preservation of the 
model structure, usually destroyed by approximation 
techniques [5]. Although there has been several exper-
imental studies of different controllers ([3],[1)), none of 
them have include the infinite model based controllers. 
This paper examines several control strategies which 
have been implemented on a single link robot appara-
tus. The strategies include five Finite Model Based Con-
trollers (Proportional-Derivative, the Linear Quadratic 
Regulator, L Q G / H « , , the Passivity approach and a con-
troller derived by using the Singular Perturbation The-
ory) and three Infinite Model Based Controllers. The 
first one (of the infinite model scheme) was proposed by 
Shifman in [5]. T h e variable needed for the implementa-
tion of this controller is the measurement obtained from 
a strain gage installed along the beam. The second, is a 
controller proposed by Yuan in [4]. The controller vari-
ables needed for implementation is the measurement of 
the angle hub with the first and second derivatives. The 
third one is proposed by Aguilera in [6], and the vari-
ables needed for the implementation are the hub vari-
ables, an auxiliary approximated variable and the end 
effector measurement. T h e simulations obtained for each 
controller are compared with the experimental results. 
2 MODEL OF THE FLR 
The single flexible link robot(FLR) consists of a flexible 
link attach to a base. T h e structure is flxed in one end 
and free on the other (Figure 2.1), were &(x,t) denotes 
the deflection of the b e a m with respect to the neutral 
axis, t is the t ime variable, I is the beam length, x rep-
resents the spatial variable that index the beam points 
where x € [0,/], 9(t) denotes the rotation angle of hub. 
We assume that the beam is uniform with mass density 
P, Y o u n g ' s Modulus E and cross sectional inertia I. The 
hub inertia is denoted by Ih and the applied torque by 
r. 
Fixed Axis 
Fig. 2.1: Schematic Flexible Link Robot 
R e m a r k 1 In what follows, ( ' ) represents differenti-
ation with respect to x, and a ( * ) represents differenti-
ation with respect to time. 
The dynamic model of the flexible link robot is repre-
sented by 
(h + p/3/3)0(i) + p j xuf(x,t)dx - t 
0 
EIw""{x, t) + pu{x, t ) + pxè(t) = 0 
u>(0,É)=u/(0,i) = 0 
J'(l,t) = u"'{l,t) = 0 
Ci used for simulation are given by c0 = 80, c\ = 15, 
c 2 = .05. 
The third controller is design using finite element nu-
merical approximation(SGA). The use of a strain gage 
for deflection measure are limited by external factors like 
temperature or pressure, and have to be calibrated. The 
longitude of the strain gage is also a limiting factor. The 
controller proposed has a similar form as Shifman 's but 
the direct measure of the strain gage is approximated 
numerically, w i th the help of the material properties in-
formation and the feedback of the t ip position. A finite 
technique is use to divide the beam in small links. For 
each link, the approximation of the strain gage is made. 
The total value of approximation is the combination of 
all the small links values. T h e approximation for each 
small link is given by Ap = j / 3 6 — where 
l 0 is a constant and equal to the beam length, and I is 
measure in real t ime during the beam trayectory to the 
desired position. 
4 FINITE MODEL BASED CON-
TROLLERS 
T h e procedure used to obtain a finite model was the 
assumed modes method. The linear system obtained has 
dimension 2{ne + l ) ,were rje is the number of modes. See 
[2,6] for details. T h e following table show the first three 
modes calculated and measured experimentally. 
3 INFINITE MODEL BASED CON-
TROLLERS 
The first controller tested was the Joint PD Con-
troller(JPD), This controller was proposed by Yuan in 
[4] and is given by r = ^ [ - A f l - -y(0 - Bd) + C40] , 
where represents the hub desired angle and C > — 1, 
k > 0 and 7 > 0 are design parameters. The control 
law does not require any feedback from the deflection 
variables. The design parameters were calculated using 
the assignment pole technique. The experimental values 
used were ( = 1 , 7 = 40, k — 21. 
The second controller use an auxilliary variable mea-
sure using a strain gage(SG). The controller is imple-
mented with the feedback of the deflection variables. 
This controller was proposed by Shifman in [5]. The 
deflection variables are measure using a strain gage col-
located along the beam. 
The control law is given by r = ~ C Q ( X + C 2 B ) — C I { X + 
1 1 
c2 6), were X:=PJ f e{x0)dxcdx 1 +Ih6, 0 = 0 and 
O X \ 
X represents all the error movement of the beam and is 
directly measure from the strain gage. The values of the 
M o d e Calc.-Freq. Measure-Freq. 
1 2.11 1.9 
2 13.29 13.1 
3 37.21 33 
The controllers designed based on this linear truncated 
model were the Proportional-Derivative(PD), the Lin-
ear Quadratic Regulator (LQR), the LQG/H« , , and the 
Passive. For details see [6]. The P D controller results 
is shown in figure (5.4). The graphics describe severe 
oscillations as the robot reach the desired point. This 
show that only feedback from hub is not enough to ob-
tain a good response from the robot. The LQR results 
are shown in figure (5.5). This controller has better re-
sponse than the P D . This method assure adequate gain 
and phase margins. The design of this controller for 
the multilink case depend on the robot configuration. 
The response of the passive controller is similar as the 
LQR. Only the torque needed is smaller than the one 
needed for the LQR. The L Q G / H , » results are similar 
as the J P D controller. The H ^ controller is design with 
the help of the h inf routine from Matlab. This routine 
was modified to accept new weights to optimize the sys-
t e m response. The singular perturbation controller was 
design by means of the singular perturbations method. 
The method separate the model in two subsystems. One 
is consider the "fast subsystem" and the other "slow 
subsystem" -The fast variables are identify as the elastic 
forces and their respective time derivatives. The advan-
tage of this method is the order reduction of the model 
that allow to solve the problems of systems having less 
control signals than controlled variables. The response 
is similar as the SGA controller. 
5 EXPERIMENTAL SETUP 
The flexible robot equipment of one degree of freedom 
is shown in figure 5.1, it consists in an aluminium beam 
fixed on one end. A CD motor and a camera are mounted 
in the shaft of the motor. The camera's resolution is 
0.014 cm/pixe l . A led is used to measure the end beam 
position. The camera detects the led position and the 
deflection is measured. An interface is used to feedback 
the data and control to the equipment. I he control is 
implemented in C language. To determine 6 a software 
filter was used. T h e System Parameters are: Camera 
Inertia 0.002Kgm2, Link length I 0.914m, Link height 
2.54cm, Link width 0.3175cm, Link mass 0.06/^5, Link 
inertia 0 .0042K^m 2 , Flexural rigidity EI = 8 K g m t / s 2 , 
Linear density p = 0 . 8 K g f m . The flexible link robot 
finite was simulated using three modes.The simulations 
were performed using M a t l a b ® with a stepsize of 0.01s. 
The experiment consist in move the beam to a desired 
position. T h e computer collect the values of hub an-
gle, deflection and driven torque. From the plots1 one 
can notice that the curves obtained from simulations are 
closed to the ones obtained experimentally. 
Conclusions 
An infinite and finite model based controllers were 
compared and tested in an experimental flexible robot 
equipment. T h e results show that controllers derived 
from the infinite model are a viable approach for the 
control of flexible link robots. Future work include the 
design of a controller based on infinite model with grav-
ity effects. 
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